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В настоящей работе на основе комбинации 
двух известных разностных схем второго порядка 
аппроксимации [1] построены схемы, удовлетво­
ряющие принципу максимума при произвольных 

-знакопеременных коэффициентах. Такие схемы 
принято называть монотонными. Для этих алго­
ритмов получены априорные оценки устойчивос­
ти в сильной норме С. Отметим, что уравнения со 
смешанными производными возникают при рас­
смотрении вычислительных методов для класси­
ческих уравнений (Лапласа, Пуассона и др.) на 
произвольных неортогональных сетках. Вследст­
вие этого полученные результаты могут быть 
применены к  построению эффективных вычис­
лительных методов на адаптивных сетках. Кроме 
того, они могут послужить теоретической осно­
вой для обоснования вопросов устойчивости и 
сходимости хорошо известного метода динамиче­
ской адаптации [2].

1. РА ЗН О С ТН Ы Е СХЕМ Ы  ДЛЯ 
УРАВНЕН ИЙ СО ЗН А К О П О С ТО Я Н Н Ы М И  

КО ЭФ Ф И Ц И ЕН ТА М И

В прямоугольнике G = {0 < ха < la, а  = 1, 2} с 
границей Г рассмотрим задачу Дирихле для эл­
липтического уравнения, содержащего смешан-
ные производные:

Lu = - f ( x ) , х е  G, и = |J.(x),
(1)х е  Г, х  = (хх,х 2),

2

Lu = 2  L“PM’ L°>u = (2)

Предполагаются выполненными следующие 
условия эллиптичности:

Институт математического моделирования 
Российской Академии наук, Москва 
Институт математики 
Академии наук Беларуси, Минск

г г г

2  ^ 2 &  x e G * (3) 
а = 1 а, р = 1 а = 1

где сх > 0, с2 > 0 -  постоянные, а ^ = ( ^ ,  £2) -  любой 
вектор. И з (3), в частности, следует, что

0 < сх ^  kaa  ̂с2, (X = 1, 2, кххк22 ~ кХ2к2Х̂  сх.

В прямоугольнике G построим равномерную сет­

ку щ  = юА u  уА, соА = {*, = , х2j)), ia = 0 ,1 , . . .
0 N..., Na -  1, ха = 0, хаа = 1а, а  = 1,2} с постоянными

* 0"i) (*i — 1) • 0*г) 0*2—пшагами пх = :с, -  х г , п2 = х2 -  х2 , ун -  
множество граничных узлов. Н а сетке соА введем 
сеточные операторы

К аУ = (аааУха)Ха =

(+!„>, (+1о)ап (“1«)ч(у “ - у ) - а аа( у - у  “ )

л ; ру = +

а, р = 1,2, а * р ,

<?У  = 0.5«kafiyXf) ia + (ka?y-xJ-x ), 

а, р = 1,2, а * р ,

^аа — 0‘5(каа(ха, Xj_a) + kaa(xa — ha, Х2 _а)),

v  = v (x a ± h a,x 3_a).
В вычислительной практике при аппроксима­

ции уравнения (1) используются следующие раз­
ностные схемы второго порядка локальной ап­
проксимации [1]:

А~у = -ф , X  G ЮА, у = ц(дг), X  G уА, (4)

Л +у = -ф , х е  соА, у = р (х ), х е уА, (5)

где А = Ajj + Л ]2 + Л2| + Л22, Л+ = Л]] + Л|2 +

Ч* Л 21 "Ч- Л22*
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Рис. 1. Шаблон схемы (4). 
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Рис. 2. Шаблон схемы (S).

Для применения принципа максимума схемы 
(4), (5) следует привести к каноническому виду [1]

A (x)y(x) = ^  B (x,^)y(^) + F(x), * е ш А,(6)

и проверить следующие достаточные условия на 
коэффициенты

A (x )> 0 , В(х,£,)> О,

D(x) = А ( х ) -  ^  В (х,^)> 0 , х е  соА.
^Ш(х)

Здесь Ш\х) = Ш(х)\{х), Ш(х) -  шаблон схемы.

У злы ш аблона пронумеруем согласно рис. 1,2. 
Тогда для схемы (4) будем иметь

£  В(х,%) = ^ Г  + ВГ + Г ,
^еПГ(х)  к = 2

соответственно для схемы (5)

X  В М )  = £ в + + в +.
$еИНх) * = 2

А
1 1 1 1 

*12 + *21 ^22
*1*2 hX

к =

2 3
*11 +*11

2 h2
1

+

4 5
к22 4" *22

2 h2
2

> 0 ,

д + к 4-

1
*п
г.2
* 1

1 1 
* 1 2  + *2 1

* 1*2
+ *22-

Пользуясь условием эллиптичности (3) ^

™  Й  ’v  “ ( ~ й  Й  ’ >беждае“с
ложительности коэффициентов А~, А*. Из'

т т +
туры коэффициентов В~, В видно, что рг 
ную схему (4) следует применять 
отрицательных коэффициентах кар, а  Ф Р , : 
(5) -  при положительных.

Т е о р е м а  1. Пусть при всехх е шА вы 
ны условия положительности коэффищ 
т±В , т = 2, 3 ,4 , 5:

шах
т = 4,5

1 т
Г 12 + ^2l[ 

1 т
&22 &22

1 /л

*i< й  < mm
П2 т = 2, 3

*11 +  *11 
1 m ’ 

1*21 + *12|
Тогда при кар(х) < 0, а  ^  Р, разностная схел 
при кар(х) > 0 -  разностная схема (5)) уст

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 370 № 4



МОНОТОННЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 447

по правой части, граничным условиям и имеет 
место оценка

1Ы|с <0.25(/? + /Ь1Мс+1М1су (8)

где

1Ы1с = тах |у (.х )|, М г  = т а х |р (х ) |.
дг€ 0)а т x e y t

Доказательство теоремы проводится стан­
дартным образом [3].

З а м е ч а н и е  1. Если матрица коэффициен­
тов уравнения (1) имеет диагональное преоблада­
ние по строкам и столбцам: k^  > l̂ onU а , |3 = 1, 2, 
а  * р, то в (7) можно положить hx = п2 = Л, т.е. ус­
ловия (7) в этом случае всегда выполнены.

2. РА ЗН О С Т Н Ы Е  СХЕМ Ы  
ДЛЯ У РА В Н ЕН И Й  

СО ЗН А К О П Е РЕ М Е Н Н Ы М И  
КО ЭФ Ф И Ц И ЕН ТА М И

В данном пункте будем рассматривать крае­
вую задачу (1) с недивергентным оператором L 
вида

Lu к д и . о и д и , Э и
S * ? n * x j x 2 + k2W 2

(9)

и знакопеременными коэффициентами кп{х).
Дифференциальную задачу (1), (9) аппрокси­

мируем монотонной разностной схемой второго
порядка локальной аппроксимации 0{h\ + h\) вида

Ау = -ф , х е  соА, у = p (x ), уА, (10) 

в которой

. Ay = kuy-XiXx + k\2A\2y + k~l2A~ny + k12y-w  (11) 

*12 = 0.5(А12 + |А12|) > 0 ,  А+п = yhh + yw  (12)

kl2 = 0.5(£12-  |А]2|) ^  0, Л 12 = Ух>Хг + Ух,х2- (13)

Шаблон схемы (10)—(13) в общем случае является 
9-точечным (рис. 3).

Разностная схема (10) записывается в канони­
ческом виде (6) с коэффициентами

R -  R -  1^121 R   R   ^22 1^121
h] М 2 h\ М 2

6 8 2  k+,2 1 9 2kn
B = B = - r - f > 0 , B = B = - - r f >  0, (14)

M 2 М 2

A {x)=  £ 5 .
m = 1

9 5 6

*2

*1 1

8* 4 *7

Рис. 3. Шаблон схемы (10).

Очевидно, что все коэффициенты (14) являются 
положительными при любом х е G и

1М  <
^22 h2 |&12|

(15)

Следовательно, если шаги сетки hx, h2 удовлетво­
ряю т соотношениям (15), то схема (10)—(13) явля­
ется монотонной и для ее решения имеет место 
априорная оценка (8). К  сожалению, непосредст­
венно монотонных разностных схем для дивер­
гентных (консервативных) уравнений (1), (2) в 
случае знакопеременных коэффициентов при 
смешанных производных построить не удается. 
Чтобы приведенные выше результаты имели за­
конченный характер, необходимо такж е рассмот­
реть задачи с наличием младших производных.

3. РА ЗН О С Т Н Ы Е  СХЕМ Ы  
ДЛЯ У РА В Н ЕН И Й  ОБЩ ЕГО ВИ ДА

Вновь рассмотрим дифференциальную задачу 
(1) с оператором

Lu = X
а = 1 V

, dj4 , Э и
1Саа̂  + 1Сад 7дх: V

+ 2 к д2 и
сед

где |£а | < с3, q(x) > 0, а коэффициенты ка$ удовле­
творяю т требованию эллиптичности (3). Для по­
строения соответствующих монотонных схем 
воспользуемся идеей А.А . Самарского [1, с. 184]. 
Входящие в (16) производные на неравномерной 
сетке соА заменим конечно-разностными соотно­
шениями

, Э2м , Эм _ 

аадх2а + “Э7а “

1 +/?, иХ г + к+аи + каи , + 0 (h 2a),
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0-5|*о1*,
» * 0.5(ка± |&а|),

Для того чтобы схема (16) была монотонной 
удовлетворяла принципу максимума, достаточн 
потребовать выполнения условия

2 к12
д2и

дх,дхп = к+пА+пи + knh\2u + 0(h] + h\). *п
кг2 h2 l^ulO  + ^ i)

В результате получим следующую разностную схе­
му второго порядка локальной аппроксимации:

X  + к+«У*а + * +
0=1

З а м е ч а н и е  2. Полученные выш е результ; 
ты  естественным образом обобщаю тся на тре: 
мерные задачи и многомерные параболичесю 
уравнения со смешанными производными. П  
дробному изложению этих результатов будет го 
священа отдельная работа.

+ k*2A+l2y + knA ny-dy  = ср,

xe<oh, у = ц(х), х е yh.
Здесь d, ф -  некоторые шаблонные функционалы 
[1], которые, в частности, могут быть взяты в виде

d(x) = q(x), ф(*) = /(* ), хе щ.
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