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1. Интерес к задачам типа Стефана вызван как их теоретической значимостью 
/1/, связанной с развитием математического аппарата для нелинейных задач с подвиж­
ными и свободными границами, так и важными физическими и технологическими при­
ложениями, возникающими, в частности, при воздействии концентрированных потоков 
энергии на металлы и керамики /2/. В данной работе рассматривается метод численного 
решения многофроцтовых нестационарных двумерных по пространству задач Стефана 
с явным выделением межфазных границ в произвольных областях. В основу метода 
положена идея динамической адаптации расчетной сетки, выполняемой посредством 
перехода к произвольной нестационарной системе координат. Преобразование коорди­
нат осуществляется автоматически с помощью искомого решения.

Изложение метода проводится на примере решения задачи, типичной для обра­
ботки материалов концентрированными потоками энергии. Основной особенностью 
подобных задач является наличие двух фазовых переходов: плавления-кристаллизации 
и испарения и существенное, достигающее нескольких порядков, различие между ха­
рактерными размерами рассматриваемой области и зоны выделения энергии (пятно фо­
кусировки) /3/.

2. Явления плавления и кристаллизации чистых веществ в простейшем прибли­
жении описываются классической задачей Стефана, в рамках которой процесс рассмат­
ривается как движение среды с сильным разрывом, соответствующим положению фа­
зового фронта. На межфазной границе при этом скачком изменяются внутренняя энер­
гия, плотность и теплофизические характеристики вещества: теплоемкость и теплопро­
водность. Математическая формулировка классического варианта нестационарной 
двумерной задачи Стефана сводится к квазилинейному уравнению теплопроводности
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в области£1ху , состоящей из двух подобластей: Qs(t) и O j(t): Clxy = n s(t) О  Q ^t), 
разделенных подвижной межфазной границей Г5| ( t) , на которой выполняются диффе­
ренциальное условие Стефана и равенство температур:

W r-W sn = LnPs^  , Ts =T1=Tm> (2)

где Н = сррТ - энтальпия, W = (Wt, W2) - тепловой поток, Tm, Lm- температура и теп­
лота плавления (кристаллизации), &s) - скорость движения границы раздела фаз, ин­
дексы s, 1 обозначают принадлежность вещества к твердой и жидкой фазам, п - нор­
мальную компоненту.

Учет испарения осуществляется в рамках однофазного варианта задачи Стефана 
/4/ и приводит к появлению второй подвижной границы раздела фаз r )v(t) жидкость-
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пар в области Фх y(t) = f2s(t)u Q |(t) . Процесс развитого поверхностного испарения на
этой границе описывается с помощью трех законов сохранения (массы, импульса и 
энергии):

и двумя дополнительными соотношениями, характеризующими кинетику фазового пе­
рехода и определяемыми из приближения кнудсеновского слоя /5/: Tv = Tv(Tb M),
Pv = Pv(Ph >M). При испарении в вакуум постоянным по времени источником энергии 
M=l, a TV=0,633T|, pv= 0,326рп . Здесь Tv, pv -  температура и плотность пара, и - газо­

динамическая скорость, $ “v - скорость фронта, Lv - теплота парообразования, М - чис­
ло Маха, рн - плотность насыщенного пара.

3. Введем некоторое расчетное пространство в котором определена произволь­
ная нестационарная криволинейная система координат (£,г|,т). Предположим, что на 
каждый момент времени существует невырожденное взаимно однозначное преобразо­
вание £ = £(x,y,t), г| = г|(х, у, t ) , T=t, отображающее физическую область произволь­
ной формы f ix у в прямоугольник fir п в плоскости криволинейных координат (4. ц) 
Границы области и границы раздела фаз в fi^ п сопряжены с соответствующими коор­
динатными линиями и остаются неизменными во времени. Якобианом такого преобра­
зования является функция J:
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Математическая постановка задачи (1)-(3) в произвольной нестационарной криволи­
нейной системе координат (4,ti,t ) приобретает вид
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P1 + (Qw j2 / pi -  Pv + Pv (u + Q"v / pi \ >
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dx W, ^  = 0 " + ^ , r| = const,
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(8)

4. Полное решение задачи плавления-испарения, описываемой в приближении 
двумерной нестационарной задачи Стефана (4) - (8), состоит из двух этапов: простого 
нагрева тела без фазовых превращений и нагрева, сопровождающегося фазовыми пере­
ходами твердое тело -  жидкость и жидкость -  пар.

На первом этапе решение осуществляется на сетке с фиксированными узлами, 
построенной до начала расчетов. Ее построение осуществляется с помощью численного 
решения специальных эллиптических уравнений /6/, которые позволяют построить 
преобразование, отображающее произвольную область £2х>у на прямоугольник . 
Задача генерации сетки состоит в установлении связи между точками (£,, г|) регулярной 
расчетной области С1^ц и точками (х, у) области Пх у . Соответствующая система 
уравнений имеет вид
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Специальным выбором управляющих функций Р](|;,Г|), P2(^,ri) узлы сетки могут 
сгущаться как внутри области П х у , так и на границе 6Q X у . В рамках рассматривае­
мой задачи сгущение узлов сетки является обязательным в зоне действия источника 
концентрированной энергии. Управляемое распределение узлов внутри области осуще­
ствляется с помощью функций Р], Р2 /6/, а на границе - с помощью двухпараметриче­
ской функции растяжения 111.

На втором этапе решения задачи Стефана, связанном с зарождением и распро­
странением фазовых границ r s((t) и Г |Ч ) , использовались расчетные сетки с динами­
ческим распределением узлов. Динамическое распределение основывалось на стремле­
нии получить на каждый момент времени квазиравномерное распределения координат­
ных линий по обоим направлению. Такое распределение получалось с помощью соот­
ношений обратного преобразования (5), (6), задаваемых в виде уравнений диффузион­
ного типа:

О Обх ^  д~х _ (Гх

* д?  1 бП2дх
(9)
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где имеют смысл коэффициентов диффузии, определяемых через параметры
задачи, Lx(t), Ьу(т), Ц ,  Ц ,  А1Х(т), А1у(т), Alg, А1п - длины координатных линий и
длины ребер ячеек в физическом и расчетном пространствах соответственно. Числен­
ное решение уравнений (9), (10) позволяет определять координаты узлов сетки на каж­
дый момент времени.

Рассмотрим примеры задач с сильно деформирующимися областями, численное 
решение которых сопровождается радикальной перестройкой сетки. Результаты расче­
тов воздействия лазерного импульса прямоугольной формы и интенсивностью 
(3=105Вт/см2на мишени различной формы с параметрами, близкими к параметрам 
свинца, представлены на рис. 1 -  3.

На этапе нагрева в расчетах использовались сетки с фиксированными узлами 
общим количеством 19x23, рис. 1а. В физическом пространстве Q x у координатные
линии криволинейной сетки концентрируются в области воздействия источника энер­
гии и остаются неподвижными вплоть до момента плавления. Второй этап расчетов на­
чинается с момента достижения облучаемым участком поверхности температуры плав­
ления Тт . Для введения новой фазы допускался перегрев облучаемой поверхности на 
0,1 К. Затем из соотношения энергии перегрева твердой фазы и теплоты фазового пе­
рехода Lm определяется толщина новой (жидкой) фазы, порядка 10'7т 10'6 см. В облас­
ти Q xy вводится новая подобласть Qf (тем самым Qx v = Qs cj.Q| ), в которой строит­
ся расчетная сетка с общим числом узлов 19x6, рис. lb. Последующее движение фрон­
та плавления, определяемое скоростью ftsi, вызывает деформацию фазовых подобла­
стей, а уравнения (9), (10) обеспечивают динамическое перераспределение координат­
ных линий. Ситуация усложняется после достижения на поверхности температуры рав­
новесного кипения, при которой становятся заметными процессы испарения. Их появ­
ление приводит к формированию нового фазового фронта, характеризующегося скоро­
стью $ )v и дополнительной деформации подобласти Qj, рис. 1с. В частности, процесс 
развитого поверхностного испарения вызывает удаление вершины треугольника. Даль­
нейший нагрев поверхности приводит к росту скорости $ lv и формированию в жидкой 
фазе глубокого кратера, рис. Id.

Отметим, что появление второй подвижной границы rjv(t), вызывающее силь­
ную деформацию подобласти Ц ,  не приводит к усложнению вычислительного алго­
ритма и не требует дополнительных вычислительных усилий, поскольку в методе ди­
намической адаптации возникновение подвижной границы T(t) связано лишь с появле­
нием в соответствующих граничных условиях потока Q j-, отличного от нуля, т.е. Q- Ф
0. Полученные результаты свидетельствуют об отсутствии серьезных ограничений, на­
кладываемых используемым математическим аппаратом на наличие подвижных гра­
ниц. По этой причине число подвижных границ может быть любым и их количество 
будет определяться физическими условиями задачи. Рассмотренный пример свидетель­
ствует также о том, что динамическая адаптация является надежным средством реше­
ния целого ряда проблем,задач,ранее считавшихся не решаемыми, к которым, в частно-
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Рис. 1. Расчетная сетка в физическом пространстве при плавлении и испарении мишени 
треугольной формы, воздействие на вершину: а) начало воздействия; Ь) стадия плавле­
ния; с) стадия развитого испарения; d) испарение с образованием глубокого канала
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Рис. 2. Расчетная сетка в физическом пространстве при плавлении и испарении мишени 
треугольной формы, воздействие в центр стороны: а) вся область, Ь) фрагмент

Рис. 3. Расчетная сетка в физическом пространстве при плавлении и испарении мишени 
свинца эллиптической формы, воздействие на вершину
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сти, относятся проблемы, связанные с сильной динамической деформацией области оп­
ределения.

Процесс перестройки сетки в расчетах лазерного плавления и испарения для 
двух других конфигураций луча и мишени представлен на рис. 2,3.
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