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Предлагаются новые разностные схемы второго порядка аппроксимации на неравномерных 
сетках с использованием стандартных шаблонов для стационарных и нестационарных задач 
с переменными коэффициентами. Для рассматриваемых в работе схем выполняется принцип 
максимума без ограничений на отношения коэффициентов и шагов пространственной сетки 
(безусловная монотонность для стационарных уравнений). Для многомерных задач построе­
ны экономичные схемы векторно-аддитивного типа. Проведенные в работе вычислительные 
эксперименты свидетельствуют о повышенной точности новых алгоритмов на грубых сетках 
по сравнению с известными схемами второго порядка точности, но первого порядка аппрок­
симации.

ВВЕДЕН И Е
Повышение порядка точности метода без увеличения стандартного шаблона разностных 

схем всегда было актуальной задачей математической физики. М ногочисленные примеры по­
строения таких вычислительных методов четвертого порядка аппроксимации по пространствен­
ной переменной в случае равномерной сетки узлов для одномерных и многомерных уравнений 
математической физики можно найти в монографии [1]. При переходе от равномерной сетки к 
неравномерной порядок локальной погрешности аппроксимации обычно понижается. В работах 
[2]—[6] указывается на возможность повышения точности метода за счет аппроксимации исход­
ного дифференциального уравнения не в узлах расчетной сетки, а в некоторых промежуточных 
точках. К сожалению, полученные в этих работах результаты в общем случае не обобщаются 
на дифференциальные уравнения с переменными коэффициентами.

В настоящей работе предлагаются новые алгоритмы повышенного порядка аппроксимации 
на неравномерных сетках с использованием стандартных шаблонов для стационарных и неста­
ционарных задач с непостоянными (в том числе нелинейными) коэффициентами. Несомненны­
ми достоинствами предложенных разностных схем являются: достаточная простота алгоритма 
при их машинной реализации, безусловная монотонность в стационарном случае (выполнение 
принципа максимума без ограничений на соотношения между пространственными шагами и ве­
личинами переменных коэффициентов), вырождение в случае равномерной сетки узлов в изве­
стную консервативную разностную схему.

В отличие от работы [7] здесь предлагаются экономичные устойчивые разностные схемы 
второго порядка локальной аппроксимации на неравномерных прямоугольных сетках для пара­
болического уравнения произвольной размерности и с переменными коэффициентами. С помо­
щью установленного принципа максимума для производных [8], [9] доказывается устойчивость 
решения новых вычислительных методов векторно-аддитивного типа в норме С. Проведенные 
в работе численные эксперименты позволяют выделить еще одно -  и главное с вычислительной 
точки зрения -  преимущество исследуемых в работе алгоритмов. Они значительно точнее схем 
первого порядка аппроксимации (порядок точности может быть один и тот же) именно на “гру­
бых” пространственно-временных сеткцх. Это позволяет численно решить задачу с заданной 
степенью точности за меньшее расчетное время.

В работе получены соответствующие априорные оценки разностного решения, выражаю ­
щие устойчивость по начальны е данным и правой части. Доказана сходимость предложенных

'^Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (код проекта 01-00604).
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алгоритмов к решению исходной дифференциальной задачи со вторым порядком. Теоретичес­
кие исследования базируются на общей теории операторно-разностных схем [1], [10].

1. ОДНО М ЕРНА Я ЗА Д А Ч А  
Рассмотрим простейшую дифференциальную задачу

Lu = (к(х)и'У -  d(x)u = - f ix ) ,  0 <х<1, ( 1.1)

и(0) = ц ,, м(/) = |Д.2, 0 < kl <k(x)<k2, d(x)>di>  0 . ( 1.2)

При построении монотонных схем второго порядка точности на трехточечном шаблоне с
использованием произвольной неравномерной сетки (б* = <мЛ u  yh, 6зн = [xi = xi_l +hh i= 1, 2, ... 
..., N -  1}, уА = {х0 = 0 ,xN = l] будем ориентироваться на соотношение [2], [3]

uxx,i-u''(*i) = 0(fi2), Xj = Xi-hi, hi = (й/+1 -Л ,)/3 . (1.3)

Здесь используются стандартные обозначения из [1]: иГх = (их -  их )/й, их = (м+ -  u)/h+, и-х = (и -  u_)/h, 
h = 0.5(h + h+), h = hh h+ = hi + i , v± = vi±l = v{xi± 0, v  = vt. Выражение (1.3) означает, что относи­
тельно нерасчетной точки х; (в случае равномерной сетки х; г  х,) иГх аппроксимирует вторую 
производную со вторым порядком. Для построения аналогичных методов для уравнения (1.1) бу­
дем использовать тождество (ки'У = 0.5((ки)" + ки" -  к"и). Заменим на сетке сЬЛ дифференциаль­
ный оператор L разностным Lh:

(1.5)

Lhu = 0.5[(ku)xi + &(рррг)м ^ -  кГхи(̂ р4)] -  du^5 рб), (1.4)

где d = d (x ), v (Ptipt+i) = +! + (1 -  P*, -  (3*+ u )v, + Р*+ u v,_ b а переменные по пространству ве­
совые множители определяются следующим образом:

Р, = 0.5(\h\+h)/h+, р2 = 0.5(\h\-h)/h, р3 = 0.5(hkn - \h k n \)/(h+k-xi), 

р4 = -0.5(hkxSc + \hkxi\)l(hkxi), р5 = 0.5(h-\h\)/h+, р6 = -0.5(\h\+h)/h.

В силу (1.3), (1.5),

(ки)хх~ (ки)''(х) = 0 (й 2), v (Pt,Pt+l)-  v (x ) = 0 (й 2), к = 1 ,3 ,5 . (1.6)

Следовательно, разностная схема

Lhy = -ф , ср = f{x), у0 = р,„ yN = р 2 (1.7)

аппроксимирует дифференциальную задачу (1.1), ( 1.2) со вторым порядком на произвольной не­
равномерной сетке. Несомненным достоинством схемы (1.7) является тот ф акт, что в случае рав­
номерной сетки (h+ = К) она вырождается в известную консервативную схему (см. [1]) (аух )xi -  
-  djyt = -fix?), а, = 0.5(kj_ { + к?), у0 = Дь Уы = М-2- Схема (1.7) может быть записана в каноническом 
виде (см. [1])

^•У«-1 - С ;у, + В,у, + 1 = -F„ i = 1, 2, 1, у0 = Ум = М-2

с коэффициентами

А,- = 0 .5[(/:(р1;р2) + /:,_1)/(^ ,Л 1) - Р 4, / : ^ 1] - р бД ,

Bt = 0.5[(А:(Р| рг) + fci+i) / ( f tA + 1) -  Рз/^ i,/]  -  Р5Д ’ Q  = di + Ai + Bi, F, = Дх,). 

В дальнейшем будем использовать следующие сеточные нормы:

( 1. 8)

(1.9)

II с = max |
1 <<s/v-i

= max |-
0Zi<N

r  = шах •
i = 0, N

Для исследования устойчивости одновременно по граничным условиям и правой части (осо­
бенно в нестационарном случае) более удобной является
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Лемма 1. Пусть выполнены условия
Aj > 0, В ,> 0 , Dl = Ci- A l - B l > 0, г = 1,2, . . . , / V - 1. (1.10)

Тогда для решения задачи (1.8) справедлива оценка

1Ы1е <ш ах{|Ы |с ||F/D ||C}. (1.11)

Выполнение условий (1.10) для коэффициентов (1.9) обеспечивается выбором пространст­
венных весов в виде (1.5), которые адаптируются под сетку и коэффициент задачи. Например,
подробно распишем веса Р,, [32, Рз> Р4 (тривиальные случаи h = 0 и кГх = 0 мы не рассматриваем):

р jh /h +, h> 0 ,
(32 =

° '1 0 , h< 0 , [-h/h,

Г 0 , hkx i> 0 ,
P4 =

j-h /h ,

1 h/h+, hkx i<0 , l  o,

h> 0 , 

h < 0 ,

~hkn > 0 ,

hkrx < 0 .

Выражения р2) , -Р 3кГх при к > 0, кГх < 0 преобразуются к виду

“ г Л Ч 1 - h J ‘ K k-
2 h. + h

. + —77— * > 0 ,Ъп+

-Р зкГх = - £ * « >  0.

Аналогично рассматриваются и все остальные случаи.
Таким образом, при произвольном сгущении неравномерной сетки коэффициенты (1.9) раз­

ностной схемы (1.7) удовлетворяют условиям (1.10) (безусловная монотонность). Следователь­
но, разностная схема (1.7) устойчива по правой части, граничным условиям и для ее решения 
имеет место априорная оценка (1.11). Подставляя у = z + и в уравнение (1.7), получаем задачу для 
погрешности метода:

Lhz = - у ,  \|/ = (Lhu + q>)-(Lu + f)(x ) , z\^  = 0. (1.12)

В соответствии с формулами (1.4), (1.6), погрешность аппроксимации \|/ = 0(h2), h = max ht . Так
1 <,i<,N

как для задачи (1.12) выполнены все условия принципа максимума (1.10), то из оценки ( 1.11) на­
ходим, что ||z|lc ^  IMIc ^  с/г2, т.е. разностная схема (1.7) сходится к точному решению со вторым 
порядком.

2. РА ЗН О С ТН Ы Е СХЕМ Ы  ДЛЯ П А РА БО Л И Ч ЕС К О ГО  У РА ВН ЕН И Я 
В прямоугольнике D = {0 < x< l,0 < t< T }  ищется непрерывное решение задачи

Tt = 0< х< 1' 0 < t^ T’

и(х, 0) = и0(х), и(0, 0  = ц ,(0 , u(l, t) = р 2(0 .

Наряду с ранее введенной произвольной неравномерной пространственной сеткой (б/, будем рас­
сматривать равномерную сетку по временной переменной cot = {tn = пт, п = 0, 1, ..., N0, xN0 = Т) =

= сот u  {Т ). Так как точка х, = х,- + /г, не является в общем случае расчетной, то на основании раз­
ложения ( 1.6) заключаем, что

= 0{h2 + i), х е  (bh, t e  сох. (2 . 1)
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Используем формулы (1.4), (2.1) для построения на обычном шеститочечном шаблоне монотон­
ной разностной схемы второго порядка аппроксимации на неравномерной сетке (й = (ЬЛ х шт:

УГ(Р„р2) = 0 -5 [(^ )гл  + ^(р,,р2)5>« - ^ г5>(Рз,|з4)] + ф5 (2.2)

У? = Ио(-*/). «о+1 = M-iUn + i). ynN+l = M-2(^  + i)- (2.3)

Здесь v, = ( v  -  v)/x, v  = v(xh tn + l) ,(p = j{x ,t).
Теорема 1. Пусть 0 <kx< k(x) < k2,

т > ||/i+ — Л2| с/ ( 6/:1). (2.4)

Тогда решение разностной задачи (2.2), (2.3) устойчиво по началънъш данным, граничным ус­
ловиям, правой части и при любом tn е  сот справедлива априорная оценка

||У(^ + i)|lc- -  max IWIc- max
1< * £ л  +  Г

b('*)||< + 1 Ф М С.
k = 0

(2.5)

Доказательство. Схему (2.2) запишем в каноническом виде (1.8):

A n  +  1 ^  Л +  I г ,  Л +1
«У/-1 -С/У,- +В,у1 + 1 = -Ft, i = +

Л +  1
Уи -  M^n + l)’

где

A, = -  P2, + 0.5x[(^(pi pz) + [)/(й.,/г,) -  Р4|-&**1(-],

Bi = -  Pi, + 0.5x[(fc(pi рг) + ki + l)/(hihi+l) -  P3, ^ , ] ,  С, = 1 +A, + fi„ F, = у(Р|,р2) + тср.

Проверим выполнение условий (1.10). По сравнению с рассмотренным выше стационарным слу­
чаем, в выражениях для коэффициентов А и В появились дополнительные слагаемые -Р 2 и -(3,.

Рассмотрим случай h < 0, при котором р, = 0, ~р2 = h /h. Отбрасывая в выражении для А положи­
тельное слагаемое с кГх, получаем

А > 7 + 0.5т 
п

(1 +h/h)k-hk_/h + k_ 
hh

h n ( \ +h/ h)k  + ( l - h /h ) k  
f t+ -------------- hh--------------

Так как \h/h\ < 1, то A > (h+ -  h)/(3h) + 2xkJ[h{h + A+)]. И з последнего неравенства следует, что

А, > 0 при т > |hi+l-  /г, | /(6kt). Коэффициент В рассматривается аналогично. Таким образом, не­
равенство (2.4) гарантирует выполнение условия положительности коэффициентов (1.10) и на 
основании леммы 1 заключаем, что | | /  + ' |с  ^  шах{ | | /  + Ч с ,, ||F ||C}. Так как переменные весовые

множители Рь Р2 > 0 неотрицательны, то ||F ||C < |/Ц с  + т||<р"||с . Подставляя данную оценку в по­
следнее неравенство, находим цепочку соотношений

| | /  + Чс < т а х {  | | /  + 1|сТ, 1 /1  с + х |ф 1 с } ^

< т а х {  | | /  +11сТ, 1 /1  су + х||ср"||с, | | / ' 1IIс + х(||ср"' 11|с + ||ср"|с)} < ...

... < max max
1<к<п+ 1 cr} + S T

к = 0
II Г +

Из данного неравенства и следует требуемое соотношение. Теорема доказана.
Замечание 1. Если сетка по пространству равномерна (h+ = h), то разностная схема (2.2) преобразуется 

в известную чисто неявную схему

У, = (ау*)х + ф, а = 0.5 (к + к_), (2.6)

для которой априорная оценка устойчивости (2.5) уже выполнена без ограничений (2.4) на соотношения 
между шагами сетки X и h (безусловная устойчивость).
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3. М ЕТОД ЭН ЕРГЕТИ ЧЕС КИ Х  НЕРАВЕНСТВ

Чтобы избавиться от ограничений (2.4), воспользуемся общей теорией операторно-разност­
ных схем [1], [5]. Вместо (2.2) рассмотрим более общую схему с постоянным по времени весом о:

Pa)r = (<tyf)x + 0-5[(h+$lkx- h $ 2kx)yxi + (h+$3yx- h $ 4yx)kn ] + <p, а = 0.5 (* + *_). (3.1)

В дальнейшем будем предполагать, что = Д2 = 0 (однородные граничные условия):

У,. = и0(х,-), Уо = Уы = 0. (3.2)

При записи данной разностной схемы мы использовали тождество v (Pi> Рг) = v  + h+$xvx -  hfi2 V j. 
Для простоты дальнейших выкладок такж е предположим, что h+> h (сетка сгущается к началу 
координат) и кГх > 0 для всех х е  <вЛ. Тогда разностное уравнение (3.1) можно переписать в виде

Dy, + A iy(a)+ А2у = ф, ф = / ° \ х ,  t), (3.3)

где v*0) = Gv(t + т) + (1 -  o)v(t) = G v + (1 - g)v , а операторы D ,A h A2 при i = 1, 2, ..., N -  1 опреде­
ляются следующим образом:

D = E + A0, (A0y), = hiyx<i, h = (h+- h ) /3,
(3.4)

= -(ay*)*./, (А2У), = -hi{kxtiyxj - 2 k xjy-xj  + k-xjy-xj)l{2h i).

°
Пусть klh -  множество сеточных функций, заданных при каждом t е  шт на со* и равных нулю на

О

границе. Определим вектор у = y(t) = [у^О ,..., у^_ i(0]T и линейное пространство Н= Clh как мно­

жество таких векторов со скалярным произведением (и, v) = Z f j /м ,v-Д- и нормой ||-|| = J(-, ■). 

Так как Aj = А* > 0, то через Я А| обозначим гильбертово пространство, состоящее из элементов

пространства Я  и снабженное скалярным произведением и нормой ||у||А = (А,у, у) = (а, у?] =

= Z fj/fljy? ,/i,. Тогда разностная схема (3.2), (3.3) может быть записана в каноническом виде 
двухслойных операторно-разностных схем (см. [1]):

By, = Ay = ф, уо = и0, (3.5)

В = D + axA u А = А | + А2, A j = А* > 0. (3.6)

В дальнейшем нам понадобятся (см. [5], [10]) следующие леммы.
Лемма 2 (см. [4], [5, с. 348]). При произвольных соотношениях на сеточные шаги uh+>h име­

ет место операторное неравенство D > (1/3)£.
Лемма 3. Пусть в операторно-разностной схеме (3.5), (3.6) постоянный оператор А= А {+ А2, 

Aj = А* > 0 и оператор А2 подчинен А х в следующем смысле:

||^ 2jv||2 — S||y||A,, 6 = const > 0 . (3.7)

Тогда при

B(t) >еЕ + 0.5тА,, е > 0 -  произвольная константа, (3.8)

разностная схема р-устойчива в Я А[ и имеет место априорная оценка

ь , <м Ы 1л, + 0 .5 е - '^ т | |ф ,
к = 0

(3.9)

где постоянная М = е ‘ "*', тг = 6/(2е).
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Доказательство. С учетом тождества у = у(05) -  0.5ху, уравнение (3.5) запишем в виде 
(В -  + А,у(0-5) = ф -А^у. Умножим его скалярно в Я  на 2ху,:

2 х ( (5 -0 .5 т А 1)у„ у,) + ||ул +1||а, = 1|Уп11л, + 2т(ср -  А2у, у,). (3.10)

Применяя неравенство Коши с е, находим оценку 2х(ф -  А-уу, у,) < те||уг||2 + 0.5хе_1(||ф||2 + IHiyll2)- 
Учитывая данное неравенство в (3.10), условия (3.7) и (3.8), получаем оценку

1Ь« +1||1 ^ (1 + ™г)|Ы1л, + 0.5е"1х||фл||“ < e"',E(||yJ l + 0.5е-1т||фв||'г).

Отсюда и следует требуемое неравенство (3.9). Лемма доказана. Отметим, что подобная оценка 
для несамосопряженного оператора А установлена в [10, с. 185].

Следующая лемма устанавливает подчиненность операторов А,, А2, определенных формула­
ми (3.4).

Лемма 4. Пусть в разностной схеме (3.3) будет h jh  < с,, \к'\ < с2. Тогда неравенство (3.7) вы­
полнено с постоянной 5 = 2 с2 (1 + с ,)//:,.

Доказательство. Так как, по условию леммы,
X

\k,\<h-] j \ m \ d i ,< c 2,

то для нормы ЦАгуЦ справедлива оценка

||A2y||2< 2 c 2( ||y J 2 + ||y2||). (3.11)

Используя вложение (см. [5, с. 174]) ||у*]| < к] ||у||Л| и неравенства ||ух||2 < Х, = Д-у*,- < к] ||y||/ti, 

||у |̂|2 < схк\х ||у||д , из (3.11) получаем требуемую оценку. Лемма доказана.

Приведенные выше вспомогательные результаты позволяют сформулировать следующий 
основной результат данного раздела.

Теорема 2. Пусть выполнены условия лемм 2 ,4 . Тогда при с  > 0 .5 ,0  < е < 1/3 разностная схе­
ма устойчива по начальным даннъш, правой части и для ее решения справедлива априорная 
оценка (3.9).

Доказательство. Проверим выполнение условия (3.8). В силу предположений теоремы, 
В -  (еЕ + 0.5хА) = (1/3 -  8)Е + (а  -  0.5)хА] > 0. Следовательно, оценка (3.9) выполнена. Теорема 
доказана.

Замечание 2. Укажем на принципиальную возможность построения на неравномерной сетке с исполь­
зованием трехточечного шаблона разностных схем третьего порядка точности. Для простоты положим
k{x) = 1. Тогда при О] = - 2 (h + 2h+)(h+ -  h)/(9hh), а2 = (2h + h+)(h+ -  h)/(9hh+), 5 = (h2 + hh+ + A2 )/36 
разностная схема

У(о,.01) + 8у«* = З ^ ’ + ф. Ф = f(x , i) + b f rx, t = tn + U2, (3.12)

аппроксимирует исходную задачу с порядком 0(h3 + X2). Любопытно отметить, что в случае равномерной 
сетки схема (3.12) преобразуется в известную (см. [1]):

У, = У°? + Ф, О0 = 0 .5 - /г 2/(12т), 

с порядком аппроксимации 0(h4 + X2).

4. Н Е Л И Н ЕЙ Н А Я  ЗА Д А Ч А  И В Ы Ч И С Л И ТЕЛ ЬН Ы Й  ЭКС П ЕРИ М ЕН Т 
Рассмотрим квазилинейное уравнение теплопроводности:

jjj = + Дм), -1<х<1, 0 < t< T,

и(х, 0) = U0(x), u(-l, t) = JJ.! (0, u(l, t) = |12(г).
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Фиг. 1.

Соответствующая разностная схема второго порядка аппроксимации по пространственной пере­
менной имеет вид

з^ .р ,)  = 0-5[(^(у)у)^ + ^ р |,р2)(5>)5>и - М 5 ))5>(Рз,р4)] + ф(у)5 (4.2)

где ф = / ( у ), у, = (у,_ j + у, + у, + ,)/3. Для демонстрации эффективности предложенных алгоритмов 
было проведено сравнение расчетов 5-режима процесса горения с обострением (см. [11, с. 174]) 
по схеме (4.2) и нелинейному аналогу известной консервативной схемы (2.6) второго порядка 
точности, но первого порядка аппроксимации:

У, = (a(y)h)i + f(y ), я, = [^(У,) + /с(у,_ j)]/2. (4.3)

Для решения нелинейных разностных уравнений (4.2) и (4.3) применялся итерационный процесс, 
который для (4.2) записывается следующим образом:

S  +  1
М .Р г )- >*(?,. Р2>

т 0-5[(k(j) у )jfi + ^(р„р2)(у) ухх - М 5 0  5>(р3,р4)] + Ф(50-

где s -  номер итерации, s = 0, 1, 2, . . . .  В случае 5-режима горения к(и) = м°, Дм) = иа+ \  а  > 0, a 
существующее в области R х (0, 70) автомодельное решение имеет вид

и(х, t)
\х\ < Ls/2,

0 , |x |> L s/2.

Для проведения расчетов было выбрано а = 1, Т0 = 3, Ls = 8.886, -0 .6 Ls < х < 0.6Ls, 0 < t < Тд/3. 
Эксперимент проводился на сетках из табл. 1, в которой приведены соответствующие значения 
погрешностей вычислений

Ikllc = Н у-и||с = max \у(х, t) -  и(х, t)\.
(jt, i)eu

На фиг. 1 показана исходная пространственная неравномерная сетка, покрывающая график точ­
ного решения задачи (4.1) при t = 7/2. Увеличение узлов сетки осуществлялось делением каждого

Таблица 1

N ^тах
х = 0.1 т = 0.01 т = 0.001

схема (4.2) схема (4.3) схема (4.2) схема (4.3) схема (4.2) схема (4.3)

20 1.814 0.01 0.033 0.008 0.016 0.01 0.011
40 1.06 0.013 0.017 0.004 0.006 0.005 0.005
80 0.54 0.014 0.015 0.0014 0.0024 0.0014 0.0014

160 0.27 0.014 0.015 0.0011 0.0016 0.0005 0.0005
320 0.14 0.015 0.015 0.0013 0.0014 0.00017 0.00036

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 41 № 3 2001



414 МАЖУКИН и др.

отрезка на два близко к середине по закону x2i = (0.375 + r)xi+ , + (0.625 -  r)xh где г е  [0, 0.25) -  
нормально распределенная случайная величина.

Вычислительный эксперимент демонстрирует повышенную точность новой схемы на грубых 
сетках как по пространству, так и по времени. Примечательно, что на самой мелкой сетке по­
грешность схемы (4.2) в два раза меньше, чем у схемы (4.3), более точный расчет по которой тре­
бует меньшего временного шага т.

5. РА ЗН О С ТН Ы Е СХЕМ Ы  ДЛЯ ВОЛНОВОГО У РА ВН ЕН И Я 

Рассмотрим краевую задачу для уравнения колебаний

= ^ k ( x ) i£ j  + f(x,t),  0 < jc <1,  0 < t < T ,

дии(х, 0) = и0(х), -^-(х, 0) = й0(х), u(0,t) = u(l,t) = 0 .
at

(5.1)

(5.2)

Используя стандартные обозначения у = у", у = у" + 1, у = yn~l, у, = (у -  у)/т, у-, = (у -  у)/т,

y-tt = (у, -  у-, )/т, v (°"a2) = a , v  + (1 -  о , -  a 2)v  + a 2v \ по аналогии с (3.1), (3.3) на сетке й/, х  й т для 
задачи (5.1), (5.2) построим следующую схему второго порядка аппроксимации по пространст­
венной переменной:

у?,+  [(й2/6 )уш ]* + = ф - А 2у, (5.3)

у(х, 0) =.и0(х), у,(х,0) = й0(х), у0 = yN = 0, (5.4)

где ф = / <<J'’°2)(x , t), t 6 (0Х, й0(х) выбирается так, чтобы погрешность аппроксимации второго 
начального условия была величиной 0(т2), операторы А,, А2 определены соотношениями (3.4). 
При к(х) = const схема (5.3) совпадает с предложенной в [3]. Так как на достаточно гладких функ­
циях иь + [(h7J6)u-tti].x = ии + [(h+ -  h)/3]u-llx + (h2/6)u-nxi = Э2и(х , t)/dt2 + (h2/6)ulin + 0(h2 + т2), то

u-tl +[(h2/6 )ullx]i i  -  d2u(x, , tn)/dt2 = 0 (h 2 + т2). Используя тождество v-(° ,’°2> = v  + t(Cj -  a 2) v° + 

+ 0 .5 t2(a] + o 2) v ?(, формулы (1.3), (1.6), (2.1), заключаем, что имеет место соотношение

(А1м(0|’°2) + А2и) -  (д/дх)(к(х)ди(х, t)/dx) = 0(h2 + т). Следовательно, разностная схема (5.3), (5.4) 
аппроксимирует исходную дифференциальную задачу со вторым порядком по пространствен­
ной переменной. Для получения соответствующих априорных оценок запишем схему в канони­
ческом виде трехслойных операторно-разностных схем [1], [5], [10]:

Dy-tt + Ву° + А{у = ф „ ф , — ф — А2у, (5.5)

где D = Е + А0 + 0.5т2(а, + с 2)А„ Аоу = [h2/6)yx] - , В = т(а, -  о 2)А,.

Лемма 5. Пусть в операторно-разностной схеме (5.5) будет Aj = Af > 0, D = D* > 0, В > 0, 
D > 0.25(1 + £)t2A ,, ZT1 < E, £ = const > 0. Тогда схема устойчива no начальным данным, правой 
части, а для ее решения при произвольном Е > 0 имеет место априорная оценка

lly(0)IU1 + ||y /0 )||D+ З Г т ||ф ,(** м = л/е '(1 + £).
k = 1

(5.6)

Лемма 6 (см. [1]). Пусть g„ > 0 (п = 1, 2, ...), /„ > 0 (п = 0, 1, ...) -  неотрицательные функции. 
Если/п -  неубывающая функция (fn + х >/„), то из неравенства gn + \< c0l,nk= , т gk + /„ (п = 1, 2, ... 
..., g, < /0, с0 = const > 0) следует оценка gn +, < exp(c0tn)/„.

Используя леммы 5, 6 и условие подчиненности операторов (3.7) с константой 8 = 2с2 (1 + cl)/kl 
(см. лемму 4), доказываем следующую теорему.
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Теорема 3. Пусть в разностной схеме (5.3), (5.4) будет > 0 2, а, + о 2 > 0.5(1 + е) + /г^ах /(Зт2кх), 
h+> h ,d < k { < к(х) < к2, |/с'| < съ h jh  < с,, /гтах = шах /г,. Тогда для решения разностной задачи

1 <i<N
имеет место априорная оценка (5.6) с константой М = л/й^ехр(//5и^гл) , п£ = (1 + е)/е.

Доказательство. Проверим выполнение условий леммы 5. Так как ||ух]| < к]' ||у||д то

А0 > -(/г^1ах/(6А:1))А1. Следовательно, D -  0.25(1 + е)т2А! > Е + О.5т2[(0 ! + а 2) -  ^ L x / P ^ i )  -  0.5(1 + 

+ е)]А, > 0 , В > 0, А) = А* > 0, D = D* > 0, D~x < Е при выполнении условий теоремы. На ос­

новании априорной оценки (5.6) заключаем, что ||у„ + | ||А| < + ||3\(0)||о + I* = n||<Pl(**)|| )•
Так как из неравенства треугольника и условия подчиненности операторов (3.7) следует оценка 

ll<Pidl ^  11Ф*-А2У*|| ^  М  + Л  Ь*||А|. то

I k + i l U ^ A  W U l + l k o | D+ £ Ф * 1 1  + V§«’EX x l b ^
к = 1 к= 1

Усиливая последнее неравенство при помощи леммы 6, приходим к утверждению теоремы.

Недостатком рассмотренной выше схемы (5.3) является тот факт, что на равномерной сетке 
она не вырождается в классическую разностную схему для волнового уравнения. Кроме того, ус­
тойчивость чисто неявной схемы (0 j = 1, а 2 = 0), согласно условиям теоремы 3, имеет место при

ограничении т > ,/2 /(3 /с,)h, обратном условию Куранта. Однако при приведении схемы (5.3) к 
каноническому виду оператор D остается самосопряженным, а в случае постоянных коэффици­
ентов соответствующая разностная схема обладает консервативностью [2]. Ниже приводится 
еще один класс недивергентных схем, аппроксимирующих волновое уравнение (5.1) на произ­
вольной неравномерной пространственной сетке с порядком 0 (fi2 + т):

Уъ + ((К -Ь)1Ъ )уь -х = (ау°''°г))х + 0.5[(}1+$1кх- h$2kx)yn  + (Н+$2ух- h$4yx)kxx] + у. (5.7)

Исследуем устойчивость данной разностной схемы. Лишь для наглядности рассуждений предпо­
ложим, что к(х) = 1, h+ > h, 0 j = 1, о2 = 0, ср = 0. Тогда схема (5.7) принимает простой вид:

y-n + [(h+-h)B]y-llx = уп . (5.8)

Теорема 4. При сделанных выше предположениях и при т > \\h+ -  h\\c /3 разностная схема ус­
тойчива по начальным данным и имеет место оценка ||у^|| < ||м0̂ || + ||й02|| .

Доказательство. К сожалению, мы не можем воспользоваться общей теорией операторно­
разностных схем, так как оператор D (см. каноническую форму (5.5)) является несамосопряжен­
ным. Умножим уравнение (5.8) скалярно на -2т  у, ̂ . Получим энергетическое тождество

П + 11
1х \\2+ \Ш  | 1Г + т 2(Цу7,г||2+ |ь ,и ||2) = | |ж + 2x(hyhx, yrxi). (5.9)

С учетом предположений h+>h,h  < т применим к последнему слагаемому неравенство Коши с
 ̂ 2 ||~||2 2 2  2 2 

е : 2x{hy-tti, у,п ) < т2||уш || + М с  ||уш || < т  (||уш || + ||yitS|| ). Подставляя данное неравенство в
(5.9), приходим к требуемому результату. Теорема доказана.

6. М Н О ГО М ЕРНА Я ЗА Д А Ч А

Пусть в области Qr = О и  [0, 7], Q = £2 и  Г, Q = {0 < ха < la, а  = 1, р }, требуется найти не­
прерывную функцию и(х, г), х = (хь ..., хр), удовлетворяющую начально-краевой задаче
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г) и
-^  = Lu + f{x, t), (л, t) е QT,

Р 0 , ($Ц ч
Lu = ^  Lau, Lau = ^— |^:а(х, Og— J, О < kx < ka < k2,

u(x, 0) = м0(х), Q , u(x, t) = p(x, t), x e  Г.

(6 . 1)

(6 .2)

В £2 введем произвольную прямоугольную, неравномерную по каждому направлению сетку

б)л — {х — (Х ],...,Х р), ха — ха +/za , /а — 1, 2, ..., Na 1, ха 0, ха la, сх 1,2,

Через <вЛ обозначим множество внутренних узлов сетки 63/, и yh -  множество граничных узлов. 

Пространственно-временная сетка в области Q t вводится стандартным образом:

63 = т  X 65т, 63т = {tn = пх,п = 0, 1, ..., N0, тN0 = Т} = <вт и  {Г}.

± 1.
Далее будем использовать безындексные обозначения для координат (ха = х ^ , х ^  = х"  ) и для

сеточных функций ( v =  v,, . /р = v(x!, ' , ..., х рр , tn), v*101 = v,, ... lo(±li а  = 1, 2, . . . ,p ). Введем в 
рассмотрение сеточные функции уа = уа(х“, t), ка = &а(х“, г), которые будем вычислять в узлах

(х  , t') — (X j, ... ,  Ха _ ], Ха , Ха+ j , Xр , /„), х а — х а + ha, ha — i h a+ Аа)/3.

Тогда разностная схема второго порядка локальной аппроксимации, основанная на использова­
нии векторно-аддитивных схем [8], [12] и переменных весов по пространству [9], будет иметь вид

(6.3)
У(Р„,М' = X  + Ф = /(* ,? ) , / =  1, 2, ..., Р,

а = 1 а = /+ 1
Л аМа = 0 .5 [(k aUa)-j^  + &а(Р1о, $2a)uaxaia ~  ^охахаиафЪа, Р4а)]’ 

у,(х', 0) = и0(х) = и0„ у ,| = |4(х, 0  = р ;, х 'е  уА, I = 1,2, . . . ,р .  (6.4)

Здесь

v-Xi = ( v x - v - ) l h a, ha = 0.5(ha+ + ha), v  = ( v +'a -  v )/ha+, v- = i v - v ' a)/h0

x = (xu . . . ,xp), v (p.(>P(.+ ])() = Ру/уГ ' + (1 - Р 7/ - Р о  + 1)/)У/ + Ро + 1)/3'/ 1', j  = 1 ,3 ,

Pw = 0.5(Л/+ \hi\)/hl+, p2, = 0.5(|й,| -А,)/Л„

p3/ = 0.5(A,*/i(i(-  \hik,Xii\)/(klXiihl+), p4/ = -0.5(hiklXiii + |A/*,*A|)/(* U(ih,).

Разностная система уравнений (6.3), (6.4) решается последовательно одномерными прогонками, 
начиная с I = 1. В результате реализации получаем р значений решения в точках (х“, /), 
a  = 1 ,2 , . . . ,  р. Отметим, что в случае равномерной сетки схема (6.3) вырождается в многокомпо­
нентную схему переменных направлений [13], [14], а в случае постоянных коэффициентов сов­
падает с рассмотренной в [9]. Используя разложение в ряд Тейлора

- 1,

м(х° о  -  ф , в + у  h? u{? ’ 0 + o m \  = У к ,  шах h‘:
/ г ,  дх‘ I s '- s “-/ = 1 
1*0.

приближенное решение в расчетной точке (х, /) е  со можно найти по следующей формуле второ-
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го порядка аппроксимации:

р
y(x,t) = уа(ха, 0 -  0 .5 ^ [ ( h i  + \hi\)yaxi + (hi -\hi\)yalti]. (6.5)

/ = l
1ф a

Перейдем к получению оценок решения разностной задачи (6.3), (6.4) в норме С. Аналогично 
одномерному случаю определим сеточные нормы

INIc = т а х Н , ||-||е = та х |- |, |Н|С = тах |-|.
х<=Щ х е Уи

Теорема 5. Пусть выполнены такие условия:

ка = ка(ха) не зависит от t, а  = 1, 2 X > ||/4 +-й ^Ц с /^ ^ ]). (6.6)

Тогда разностная схема (6.3), (6.4) устойчива по начальным данным, правой части и гранич­
ным условиям, а для ее решения при любых I = 1, 2 , ..., р, t е  соТ справедлива оценка

'  г Р ) ,_т л

Ч; о!
- IA 1Е
Г

о + m axj || ц ||С(, X  Л «“ 0а + Ф(0) + ^ х | | ф 7(0 ||с
а = 1 CJ г’ = х J

где

II М-ll с, = max \ max ||Ц/г(0 ||с к  ( = 1, 2,
0£г'<г-т1</<р ч

Доказательство. Используя представление у = у + ту,, формулу (6.3) при I -  1 можно записать 

в виде У(ри,р2|), = хА 1у1,+  Х^= 1Аауа + ф. Учитывая, что l £ = ,Aaya = у(р1р,р2р)? + ф , последнее вы ­
ражение преобразуем к виду

= хЛ1-Ук + (̂P.p-Pap)' + Х(1>'- (6‘7)
Аналогично, для I > 1 можно получить

=  хЛ /У/»+ 1 =  2 >3, •••./>• (6.8)

В силу неравенства (6.6), для задач У(р1(,р2/), = хЛ^,, + Ф, у/л 0 = У и, N, = М/г. / = 1, 2, ...,р , выполнены 
условия принципа максимума (1.10) относительно сеточной функции уи . Следовательно, на ос­

новании неравенства ||У(р1Лp2,)r||c- -  b / J c  и леммы 1. из (6.7), (6.8) следуют оценки

|yi,(0 | | c ^ max{||Mu(0 ||cY. 1М 0 ||с + Ф К 0 ||с }.

1Ьрг"1с - т а х {|1Мр?|с . Ь (р - 1)-1с> ^  ••• ^ maxi max ||ц/(-||с , b i , |lc  •
' I 2 <1<р  ' I

Отсюда находим, что

lb , J  с -  max< ||ц„||с , max |ц <г||с , b i / l l c f + Т1(Р ^ 11с ^
г 2 < / < р Т

... < max max || р  ,x011с > т а х  ■I <1'й1 У 0 < Г' < Г — X
max ||ц;,(/')||

2 <1<р
Су

Р

X  Л «М«а + ф(0)
а = 1

Подставляя последнее неравенство в очевидную оценку Hylic < Hylic + x ||yJc ’ приходим к ут­
верждению теоремы.

5 ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 41 № 3 2001



418 МАЖУКИН и др.

Замечания. 3. В случае равномерной по пространству сетки разностная схема имеет вид [14]

1 р

У,+ 2 y4J )“ + X  А*Уа = (Р’ 45 = Уа = Уо.(х> 0 , / = 1,2,
а = 1 а = /+1 (6.9)

~ — = 0.5{ка + ка ), ка — ка(х, t), 

yi(x> 0) = и0(х), У/|Уа = Ц(-М), уА, I = 1, 2, р . (6.10)

Для такой схемы на равномерной сетке утверждение теоремы 5 справедливо без ограничений на шаги 
Ти h.

4. Применяя по аналогии с одномерным случаем метод энергетических неравенств, можно доказать ус­

тойчивость схемы (6.3) в пространстве W\ без ограничений (6.6).

7. РА СЧЕТ ДВУМ ЕРНО Й ЗА Д А Ч И

Для тестирования предложенной схемы был произведен расчет задачи (6.1), (6.2) при р = 2, 
kt(x) = (х, + у,)Pl, / = 1, 2, ...,p , с точным решением

p
u(x,t) = ^ ( x ,  + a /)"' + e ( r + P ) m. (7.1)

<= i
Правая частьДх, t) определяется в соответствии с методом пробных функций [ 1 ] непосредствен­
ной подстановкой в исходное уравнение его решения и(х, t) и коэффициентов kt(x). Вычисления 
проводились в параллелепипеде единичного объема: Т= 1, /а = 1, а  = 1, 2. Так как функция (7.1) 
резко возрастает в окрестности точки х = (х,, ..., ,, 0 , х1+,, ...,хр) при а, < 1, щ < 0 , то по каж ­
дому направлению / исходная неравномерная сетка сгущается к началу отрезка по закону геоме­
трической прогрессии (гармонические сетки): h+ = qhcq = 1.5. Дробление сетки осуществлялось 
аналогично эксперименту из разд. 5. При расчете задачи (6.1), (6.2), (7.1) было выбрано а , = 0.1, 
«/ = -1 , У/ = 1, Pi = 1, / = 1, 2, m = 2, р = 1, е = 10-15. Для сравнения эта же задача была численно 
решена по схеме первого порядка аппроксимации (6.9), (6.10). В табл. 2 приведены результаты 
вычислений (см. разд. 5). Фиг. 2 иллюстрирует реализацию экономичной схемы (6.3) в двумер-

Фиг. 2.
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Таблица 2

N ^тах
Т = 0.1 т = 0.01 т = 0.001

схема (6.3) схема (6.9) схема (6.3) схема (6.9) схема (6.3) схема (6.9)

10 0.384 1.55 2.318 0.491 0.69 0.431 0.405
20 0.214 0.547 1.557 0.142 0.376 0.13 0.13
40 0.13 0.15 0.626 0.04 0.135 0.036 0.045
80 0.056 0.064 0.588 0.013 0.115 0.01 0.02

160 0.034 0.021 0.4 0.004 0.077 0.0026 0.006

ном случае. Здесь используются следующие обозначения: •  -  для х = {хх, х2), х -  для х = (х 1; х2), 
□ -  для х' = (jc,, х2), О -  для х2 = (Jc,,  х2). Схема аппроксимирует исходное уравнение со вторым 
порядком относительно точки х . Значения сеточных функций у, 2 вычисляются в точках (jc1,2, t). 
Для определения величины разностного решения в узловой точке х  затем применяется формула 
(6.5).

Отметим, что второй порядок сходимости по пространственной переменной схемы (6.3) на­
блюдается уже при т = 0.1, в то время как схемы (6.9) -  лишь при значениях т = 0.001. Это обсто­
ятельство дает весьма существенный выигрыш во времени расчета, необходимом для достиже­
ния заданной точности.
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