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Численное решение двумерной нестационарной задачи 
лазерного прогрева вещества. В.И.Мажукин, М.Д. Таран,
ИПМ АН СССР, М. 1978г. стр. 13, библ. назван. 3, рис. 4, 
табл. I. (

Решена двумерная нестационарная задача нелинейной тепло- 
водности возникашфя при нагреве полупроводниковой пластины сла­
бым. лазерным излучением. Проведено сравнительное исследование 
двух итерационных методов решения получающейся системы разност­
ных уравнений. Приводятся оценки затрат машинного времени в за­
висимости от величины шага по времени. Кратко обсуждаются резуль­
таты расчётов.
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I. Использование концентрированных потоков энергии (ОКГ, 
электронные и ионные пучки)  для воздействия на полупроводники 
приводит к необходимости учёта переноса тепла, описываемого нели- 

ной теплопроводностью. Знание образующихся при этом пространст 
венных тепловых полей весьма важно, как для понимания процессов 
происходящих внутри облучаемого полупроводника и обуславливающих 
его электрофизические свойства, так и для создания новых техноло 
гических направлений в полупроводниковом приборостроении и микро­
электронике .

При численном моделировании подобных задач приходится решать 
неявные разностные схемы на каждом шаге по времени., Это вызывает 
определённые трудности при решении многомерных задач, связанные 
в первую очередь с большими затратами машинного времени. Подобные 
трудности значительно возрастают при переходе к неортогональнкк 
сеткам.

В данной работе, на примере расчёта прогрева лазерным излу­
чением германия, проводится отработка и выбор оптимальной методи­
ки расчёта подобных задач.

2. Рассмотрим задачу о нагреве твёрдого тела конечных 
размеров поверхностным локальным источником. В качестве исследуе 
мого материала использован германий, характеризующийся сильно вы­
раженной зависимостью тепдофизкческих характеристик M U } vlC„{ U) ot: 
температуры. Считаем, что падающий поток осесимметричен, интенсив­
ность в нём распределена по закону Гаусса, а поглощение поверхнос­
тное.

Введём обозначения: температура, -интенсивность пото­
ка, А - коэффициент теплопроводности, Cv -коэффициент объёмной 
теплоёмкости, t - время, Г  --радиус пятна нагрева, ' t - шаг по 
времени, £ - пространственные координаты, ht - шаг по о , ht -шаг



4

no 1L , tijL " геометрические размеры образца,
Математическая постановка задачи такова

C J U ) * у . т щ ) U )

Ищется решение Ы } 0 < J ) < L  ; 0 ^ Ъ < Н ^  0 < i s - Т;
удовлетворяющее краевым и начальным условиям:

\ [ и ( о ! оj t ) )  M m o i ± i ^ c

-  (г)
X (U( L, H, i)) M i L M L

о z

X(U(L,0,t)) M .(L.O,t) a0 
О ъ

U  (p, г , о) = U о

(
ь2е p(f j = <jD e x p (-K f )  ,  к = г ' 2,. p i$ [s£ ]  

Л = 3-юг[си] ;  L - O .iUHl, Н - 0.0 {Сам!; U0'-?dtf

Экспериментальные зависимости Ш )  и cv (u ) для большинства 
полупроводников имеют примерно один и тот же характер изменения 
[  1 ]  • Аппроксимируя их аналитическими выражениями можно записать

М С П - К ( ( р 1г 7Т - ) * +  V
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Cv (и) ~ Cvo ( V  + ьи)

где для германия [£] \ 0 = Т02[1<ал-ем1-СВК Гр а д 'С } К - 5 , 6 -  /2,

£ = Z } 9 5 } d -2 , р  = 10zirpad~i] )  h -i ,8 5 }  0Га~0.565Ц(ал-сме1р&] 
Запишем неявную консервативную разностную схему для ( { )

7*1 5V 2*s -  Z*i _ 7*i
П L n l l i - t j  n ~  U-Ln + Binlii*<,n ~ ^ ^ in L l i ,n - i ->'BinUi/n*i'r f'in~0

(~>)

где At n , Ci„.  BLn, I i n, Bin- коэффициенты разностной схемы. 
Коэффициенты схемы определяются обычным образом [2>J , например 

для коэффициента A i п
7 3-

й -  _  ' ( Xt-{,n т/\ i n )
2 - Л  • (htti *- h ; ) . // ■

2
n ^ t  /7 L -  й ,  -3j ...j j  П  =  2.j 5 y , . .у  fij~{

Для решения системы уравнений ( 3J применялись 2 метода:
а) метод Зейделя

IT. — A lnUl-t .n  +RinLli.H.n+ n in U -L n - i  *Q/.nLli.n-H * г Ln_
L4't-n - p<-Ln

б) нелинейный итерационный метод описанный в Н А ]
(S+i)

I T  ' — Т Т Т (Sri) 4- А ̂Sf^ (4)

Коэффициенты и Jim вычисляются с помощью двух автономных 
итерационных процессов:

, В* Й.) Bin
<-Ln *~in 'ПСП flirt h it

{ ‘ 2 , 3 , . . , ^ - / ;  п * г , }
G*Vi)2 П * /
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y‘S''A> ft inOi-Cn - '
ft. Bin

i= M-i, , П=1,Ъу...,Ы-1, Ya*>=o$H-l,n u

jCMzl Bin
Cin'-1Ф 'Ы)Я- -/?**>. _*̂/7 ncfl ™in nm ■ Ya"AIR. jin Ot„

h-Z,b>. i-~z, $)•••) M~i у T <*+'£)_A* 12 — X

Bi

Cin- jQ+t-J Д. _ 7f *<f̂ in t'tn *~in П if) - Y i n Ĉ i n  (5)
j u*o
*°2 П “ * , n= N -ij..., z ,

V t f r i > ft inQl'1/П :
'  Cin v(j*i)n, _  7(*'^5- ~ fiio Otn /■•</> nin -  Ъ Т 1>Bin

Y f5t£}0 n =0, » • # - * , .... 2 ; L*N-tt...,Z

- ftin
(1 l, n -1

Cin - f ‘? a , n  - / ? Л ь  * rZ "8 ,„

y W  
a i, n-i = A ft=/v'-/, 2 } i - i , . . . ,  M -i

После этого определяются коэффициенты



7

=  I f l i n p i n  -t-Uin J/U/t*.

(s*&)C - 2, ...jM-i } П ~ 2,. „ M  l, Ĵ 2n

c;;;
n~2j ; t

,b'h)
d„_t =Ue

-(**fi rr. - -a+'A) л яЫ'й) n /,.
—  (F in +flinJ$in -t-fiinflin * B i n d  j / b ^

tl -  Z,  . i  j  L -  2.j. M - l  j  J i i >n — O

Ф О
Jiu -tjO  — (/Unfiin ~t~i Ln

C S r lJ

J ^ l .n  ft ~ ■ ‘ > 2.

(6 )

,(^U  r . ,a*i) «n) I hi,
d u tn — [B in  d i n  ~*~i <■ n J^/‘B i, П, X

- ( F i n + B i n d i n * f i i n j i l n  + B in d in )J 'j* itnj

ft = M - l ,  . “ ,-2. , L ^ l y ,  M - l ,  N. t =0

Yint y.inx, f in i определяются по следующим формулам:
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—  Cin ~<Li.n flin tL'.nftin  ~~ ^finBin  

J - z , n ~  i  , J iz ,n  - 0

^ 'Li f\X  ~ В ‘ П ~~ t in  B in  ~  J -in  /fin ~  t in  B i n  

)f» -i,n ~ 0  j  dn -f, n -  ld0

У'с) П1Х - С т  -<fin/}in  ~~ (fin  d in  ~  Ifin  B in

£ с , г = 1 ;  j i i t z = o

^  c,n, <f -  Btn — f in B in  ~  £if> $in ~ fen Beil

i -J t f . . , ,  M -l}  rt--2r ....

D in и 2in -  определяются выражениями:.

ъ Т п = П п  + (fcn+ e f mB i„ ) j iT n ,Ajf-0 '<9)B<n с [ £  

l al  u l s. L - & n U t  , { (S,>/}-  i
J  n ‘.s> T >/ u> '  * ~ yes)
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3. При решении (3 ) использовалась неравномерная сетка. Пиело 
узлов по координате J> равнялось 30 , а по Z -2.0 , и соответст­

венно hi max -  ^2-lOiHy hi min — hirnax-

Резким теплового воздействия источника выбирался таким образ 
чтобы при самом длительном воздействии на поверхности достигалась 
температура плавления, после чего источник отключался и происхо­
дило охлаждение образца.

В нелинейном итерационном методе параметр 9 полагался рав­
ным нулю. Это несколько ухудшает работу метода, но снимает вопрос 
об оптимальном выборе © . Так как методы различаются по числу 
действий на число итераций, то их сравнение происходило по затра­
ченному машинному времени для достижения заданной точности.

Было просчитано несколько вариантов с различной величиной Т. 
Величина шага по времени выбиралась из расчёта Т ~  /Л- Тк 

где Тц min минимальная величина щштерия Цуранта, определяемая 
из соотношения д**™™ ̂  х наше® задаче ^ min ~  Со ee/t.

В таблице I и на графике 4 показано во сколько раз меньше 
машинного времени, в зависимости от задаваемого У  , требует 
нелинейный итерационный метод по сравнению с методом Зейделя.

Таблица I.

г  с о е к ] 4 ,»  СО* e ,o - t o €

УСчиепо ра$ 2,ОЬ- г , ! 2x4 К, 04

Область задания У  выбиралась из следующих соображений: 
при Т< ЮТЛщ1пОба. метода требуют цримерно одинаковых затрат ма­
шинного времени, но нелинейный итерационный метод требует почти
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в 2 раза больше ячеек памятку
расчёты с 2Ь'//7*7̂/ятпошз&ля • что быстродействие нелинейного 

итерационного метода достигает своего предела I 0-12 раз и не 
меняется при дальнейшем увеличении 2Г" . Однако, учитывая, что 
аппроксимация по временной координате осуществляется с порядком 
Ofc), похремность при таком большом ваге может стать слишком 
больной. Исходя из этих соображений 2' при расчётах ограничива­
лось сверху величиной 403Тц/пйг

На рис. 1,2,3 в качестве примера показано пространственное 
распределение температуры в полупроводнике в различные моменты 
времени.

Как показали расчёты наибольшему тепловому воздействию под­
вергается область пятна фокусировки лазерного излучения. Кривые 
на рис.1 показывают распределение температуры на поверхности по­
лупроводника. Температура плавления достигается непосредственно 
в зоне облучения и быстро спадает в окрестности. Это приводит к 
наличию больших градиентов температуры, что невидимому вызывает 
большие термавацряжения. На рис.2 показано распределение темпе­
ратура внутри полупроводника при Z -~5-Юсн. Кривые рис.З характе­
ризуют распределение температуры по глубине при j>-0. Из графиков 
видно, что по глубине германий прогревается медленно, в основном 
нагревается приповерхностный слой.



I I
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I  [CM]

Рие.З. Распределение температуры по глубине, р = о
I. Т = 1.2-10̂  2. Т = 2.4-10* 3. Т = 6.0.10*5/ сек /

О. а ОА 0.6 0.8 Ю-Ю~*
г  ссек]

/ Рис. 4.
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