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Рассматривается молекулярно-динамическое (МД) моделирование теплофизиче-
ских свойств чистого металлического золота (Au) и гистерезиса с целью исследова-
ния его поведения при фазовых превращениях плавление–кристаллизация, т.е. при 
переходе твердое тело – жидкость. Представлены результаты вычислительных экс-
периментов, в которых получены температурные зависимости ряда теплофизиче-
ских характеристик металла. Подтверждена возможность образования сильно пе-
регретых метастабильных состояний твердой фазы при быстром нагреве Au. 
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Molecular dynamics (MD) modeling of the thermophysical properties of pure metallic 
gold (Au) and hysteresis is considered in order to study its behavior during melting - 
crystallization phase transformations, i.e. in the transition from solid to liquid. The results 
of computational experiments are presented, in which the temperature dependences of a 
number of thermophysical characteristics of the metal are obtained. The possibility of the 
formation of highly superheated metastable states of the solid phase upon rapid heating 
of Au has been confirmed. 
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1. Введение 
 Явление плавлениякристаллизации металлов, представляющее фазо-
вое превращение первого рода, играет важнейшую роль в материаловеде-
нии и инженерии. В последние годы обширные экспериментальные [1-10] и 
теоретические исследования в сочетании с моделированием плавлениякрис-
таллизации твердых тел [11-21] значительно расширили понимание приро-
ды этого явления. Однако по-прежнему интерес для исследований представ-
ляют неравновесные процессы плавлениякристаллизации, сопровождающи-
еся возникновением метастабильных перегретых/переохлаждённых состоя-
ний в исходной фазе [20,22], которые находят проявление в явлении теплово-
го гистерезиса [1-4, 17-21]. Особый интерес проявляется к механизмам плав-
ления одного из благородных металлов  золота, занимающего важное место 
среди металлов по значимости и распространенности во многих отраслях на-
учных исследований и инновационных технологических приложениях [23-26]. 
 Исследования кинетики и динамики фазовых превращений проводятся 
в основном методами математического моделирования [27]. При построе-
нии и использовании континуальных математических моделей возникает 
необходимость учёта зависимости свойств материалов от температуры и 
давления. Поэтому одной из наиболее важных проблем математического 
моделирования является необходимость определения теплофизических, ха-
рактеристик в широком диапазоне температур (от 0.3 kK до 3-4 kK), в кото-
ром решающую роль играют фазовые переходы I-го рода (плавление/крис-
таллизация, испарение/конденсация). Важнейшими характеристиками про-
цессов плавления/кристаллизации в золоте являются равновесные темпера-
тура плавления Tm, удельная теплота плавления Lm и такие характеристики 
теплопереноса, как плотность ρ(T), удельная теплоемкость Cp(T) и тепло-
проводность решетки κlat(T). А также оценка степени перегрева/пере-
охлаждения конденсированной фазы в процессе плавления/кристаллизации, 
получаемая из исследования теплового гистерезиса. В силу ограниченных 
возможностей инструментального измерения теплофизических характерис-
тик исследуемого материала в области высоких температур T>Tm, актуаль-
ными становятся вычислительные подходы, основным инструментом кото-
рых является метод молекулярной динамики (ММД). Возможности модели-
рования с использованием ММД позволяют определять плотность, энталь-
пию и теплоемкость металлов, так как эти характеристики в основном опре-
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деляются колебаниями решетки. Вклад электронной подсистемы в теплоем-
кость заметен только при низкой температуре T<0.01 kK [28]. 
 В отличие от теплоемкости, вклад электронной составляющей в тепло-
проводность золота значителен. По оценке [29] вклад электронной состав-
ляющей в полную теплопроводность золота составляет менее 95%. По-
скольку в металлах основная часть теплового потока переносится электро-
нами проводимости, то считалось, что решёточная теплопроводность не иг-
рает существенной роли. Поэтому разделять общую теплопроводность на 
электронную и фононную составляющие не было необходимости.  
 Несмотря на то что электроны доминируют в тепловом и электриче-
ском переносе в металлах, фононы играют решающую роль в том, что пере-
нос электронов ограничен электронно-фононным рассеянием при промежу-
точных и высоких температурах (т.е. выше одной десятой температуры Де-
бая) в области плавления [30]. Кроме того, электронно-фононные взаимо-
действия важны для сверхпроводимости [31], подвижности горячих носите-
лей [32], реакции материала при сверхбыстром нагреве посредством ионной 
бомбардировки или лазерного облучения [33,34] и переноса тепла через гра-
ницы раздела металлдиэлектрик в термоэлектрике [35,36] и плазмонных 
[30] устройствах. Разделение и количественная оценка вклада фононов в 
теплопроводность в металлах необходимы для моделирования электронфо-
нонной неравновесности с использованием двухтемпературной модели, на-
пример, при анализе экспериментов по термоотражению, которые могут 
разрешить вклады уровней носителей в теплопроводность [31, 37–41]. 
 Цель настоящей работы  получение температурных зависимостей рав-
новесных плотности, энтальпии, теплоемкости и фононной теплопроводно-
сти золота в температурном диапазоне (T ~ 0.3–3.20 kK), включающем об-
ласть плавления. В работе рассматриваются также особенности неравновес-
ного плавления и кристаллизации золота на основе термического гистерези-
са энтальпии и плотности в температурном диапазоне 0.60≤T≤2.00 kK. Тер-
мический гистерезис, как и теплофизические свойства золота, получены из 
молекулярно-динамического моделирования. В качестве потенциала меж-
атомного взаимодействия использовался потенциал “погруженного атома” 
EAM разработанный и протестированный в [42] для золота.  
 В статье представлены результаты атомистического моделирования, а 
также результаты сравнения полученных характеристик золота с экспери-
ментальными данными, показывающие приемлемое качественное и количе-
ственное совпадение. Представлена численная и графическая информация о 
полученных свойствах и результатах сравнения с данными экспериментов. 
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2. Методы и подходы 
 Основное внимание в настоящей работе уделяется анализу изменения 
теплофизических свойств на фазовом переходе твердое теложидкость и 
исследованию степени перегрева/переохлаждения конденсированной фазы 
золота на основе явления теплового гистерезиса. Определение температур-
ных зависимостей теплофизических свойств золота: плотности ρ(T), энталь-
пии H(T), теплоемкости Cp(T), фононной теплопроводности κlat(T) в темпе-
ратурном диапазоне 0.3 ≤ T ≤ 3.0 kK, температуры и теплоты плавления при 
T=0.3 kK, P=0, а также получение термического гистерезиса энтальпии и 
плотности основано на атомистическом подходе.  
 Для численного решения атомистических моделей широкое распрост-
ранение получил метод молекулярной динамики (ММД). В основу атомис-
тического подхода положено модельное представление о многоатомной мо-
лекулярной системе, в которой все атомы представлены материальными 
точками, движение которых описывается классическими уравнениями Нью-
тона. Атомистические модели представляют собой систему дифференциаль-
ных уравнений, для интегрирования которой задаются начальные условия в 
виде значений координат и скоростей всех частиц в начальный момент вре-
мени t=0. Полученная система ОДУ решается с помощью конечно-разност-
ной схемы Верле [43]. 
 В МД моделировании важнейшую роль играет выбор потенциала вза-
имодействия между частицами, поскольку от него непосредственно зависит 
достоверность получаемых результатов. Для моделирования свойств метал-
лов используются в основном потенциалы из группы “погруженного атома” 
EAM. В потенциалах EAM учитываются парные и коллективное взаимо-
действия, потенциальная энергия металла представляет сумму потенциала 
погружения i-го атома, зависящего от эффективной электронной плотности 
в области нахождения центра атома и парного потенциала. При МД моде-
лировании теплофизических свойств и термического гистерезиса золота 
также использовался потенциал из группы EAM, разработанный и проте-
стированный в работе [42] для золота, позволяющий хорошо описывать од-
новременно и кристаллическую и жидкую фазы металла.  
 Моделирование проводилось с использованием распространенного па-
кета LAMMPS (крупномасштабный атомно-молекулярный массивно-парал-
лельный симулятор) [44]. Он реализует поддержку многих парных и много-
частичных потенциалов ближнего действия, возможность записи атомар-
ных конфигураций в текстовый файл, а также имеет встроенные термостаты 
и баростаты. Температура и давление для ансамбля частиц регулировались 
с помощью термостата и баростата Берендсена [45]. 
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3. Равновесная температура плавления 
 Определение равновесной температуры плавления золота Tm осуществ-
лялось в рамках вычислительного эксперимента, основанного на одновре-
менном существовании твердой и жидкой фаз в расчетной области. Расчет-
ная область выбиралась в виде параллелепипеда, с размерами 20×10×10 эле-
ментарных ячеек. При этом половина образца представлялась в твердом 
кристаллическом виде, а вторая половина – в виде жидкости. Золото имеет 
гранецентрированную кубическую решетку с постоянной кристаллической 
решетки 0.406 нм. Общее число частиц в заданной области равнялось 8000. 
По всем трем осям задавались периодические граничные условия. 
 Предварительно для определения температуры плавления Tm проводи-
лось несколько экспериментов, в результате которых получалось приблизи-
тельное значение температуры плавления Tm ~1.32 kK, при давлении P=0. 
До этой температуры затем нагревался весь образец, после чего одна поло-
вина образца удерживалась термостатом при этой температуре, а другая на-
гревалась до T=2.0 kK. Далее в подготовленном образце нагретая часть ох-
лаждается термостатом до температуры T=1.32 kK. Затем запускается релак-
сационный расчет с выключенным термостатом при данной температуре, 
после чего отключается еще и баростат, и продолжается расчет до установ-
ления фазового равновесия. После наступления фазового равновесия наб-
людаются флуктуации температуры около равновесной температуры плав-
ления. В данном случае температура получилась равной Tm=1.332 kK. Спра-
вочное значение равновесной температуры плавления составляет Tm=1.334 kK 
[46]. Таким образом, отклонение полученного значения от справочного со-
ставляет 0.1%. 
 
4. Удельная теплота плавления 
 Равновесная удельная теплота плавления золота Lm в данной работе 
получена как разность энтальпий жидкой и твердой фаз при равновесной 
температуре плавления Tm. 
 Вычислительный эксперимент для расчета удельной теплоты плавле-
ния заключался в вычислении энтальпий твердой и жидкой фаз при одной и 
той же температуре и давлении. Для этого подготавливалась расчетная об-
ласть кубической формы, которая содержала 13500 частиц. По всем трем 
пространственным направлениям куба накладывались периодические гра-
ничные условия. В расчетной области из частиц формировался ГЦК-крис-
талл размером 15×15×15 элементарных ячеек решетки. Для получения эн-
тальпии твердой фазы проводился релаксационный расчет, с установлением 
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при помощи баростата нулевого среднего давления, и с помощью термоста-
та средней температуры 1.332 kK. Далее снимались необходимые значения 
для расчета энтальпии твердой фазы. 
 Для получения энтальпии жидкой фазы подготовленная (после релак-
сации) расчетная область при температуре 0.30 kK нагревалась до 2.0 kK, 
чтобы получить жидкость. После этого происходит быстрое охлаждение до 
температуры плавления 1.332 kK. При этом расчетная область из-за быстро-
го охлаждения все равно содержит жидкость. После проведения релаксаци-
онного расчета, снимались необходимые значения для вычисления энталь-
пии жидкой фазы.  
 При давлении P=0 с помощью проведенного моделирования получено 
значение удельной теплоты плавления Lm=12.894 kJ/mol. Известное экспе-
риментальное значение Lm,exp =12.680 kJ/mol [46]. Отличие составляет 1.6%, 
что показывает возможность использования данного потенциала для опре-
деления теплоты плавления. 
 
5. Расчет плотности, энтальпии и удельной теплоемкости золота 
 5.1. Постановка задачи и вычислительный эксперимент. В данной 
работе из серии молекулярно-динамических расчетов в рамках одного вы-
числительного эксперимента определялись температурные зависимости 
плотности ρ(T), энтальпии H(T) и удельной теплоемкости Cp(T) золота. Ис-
пользовалась кубическая расчетная область, состоящая из 30×30×30 элемен-
тарных ячеек, содержащая ГЦК-кристалл из 108 000 частиц (при меньших 
размерах возникают слишком большие флуктуации). По всем направлениям 
задавались периодические граничные условия. Процедура релаксации, пред-
шествующая моделированию, осуществлялась при температуре 0.3 kK и ну-
левом давлении. Далее производился медленный нагрев расчетной области 
с постоянной скоростью равной примерно V ≈ 0.5×109 kK/s. Нагрев продол-
жается до температуры 3.5 kK, при которой образец был полностью рас-
плавлен. Снимались температурные зависимости: плотности ρ(T), энталь-
пии H(T). Эксперимент проводился при постоянном нулевом давлении P=0. 

 5.2. Плотность. Результаты моделирования. Температурная зависи-
мость плотности золота в температурном диапазоне 0.3 kK ≤ T ≤ 3.5 kK в 
данной работе получена из МД моделирования. Результаты моделирования 
после необходимой статистической обработки представлены на рис.1. Мар-
керами на этом рисунке показаны данные экспериментов [47,48]. При одной 
и той же равновесной температуре (Tm=1.332 kK) плотность расплава золо-
та оказывается меньше, чем плотность кристаллов при этой же температуре, 
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т.е. золото, подобно остальным металлам, плавится с уменьшением плотно-
сти, что подтверждается справочными данными [47]. На рис.1 в области фа-
зового перехода хорошо заметно уменьшение плотности при перегреве 
твердой фазы (T>Tm), которое составляет ΔT ~ 1.24Tm. 

 
Рис.1. Температурная зависимость плотности Au по результатам МД 

вычислений; (1), (2) – данные экспериментов [47, 48]. 

 Величина перепада плотности на фазовом переходе твердое тело–жид-
кость, полученная из МД вычислений, хорошо соответствует данным экспе-
римента [47]. Перепад из МД вычислений составляет Δρ≈6%, согласно дан-
ным эксперимента [47] – Δρ≈6.4%. Значение плотности при равновесной 
температуре плавления отличается от справочных данных [47] в твердой 
фазе на 1.4%, а жидкой – на 1.1%. Значения плотности в жидкой фазе, полу-
ченные из МД вычислений хорошо согласуются с данными эксперимента 
[48], которые несколько выше расчетных. Различие составляет Δρ≈1% при 
T=Tm и Δρ ≈ 2% при T = 3.5 kK. 

 5.3. Энтальпия и удельная теплоемкость. Результаты моделирова-
ния. Температурная зависимость энтальпии H(T) получена в результате МД 
вычислений в диапазоне 0.3 kK ≤ T ≤ 3.2 kK при постоянном давлении P. 
Результаты после дополнительной обработки представлены на рис.2. Для 
лучшего сравнения с экспериментальными данными [49,50] результаты МД 
вычислений представлены значениями приращения энтальпии  

 ΔH(T) = H(T) –H(0.298kK). 

 Маркерами на рис.2 показаны данные экспериментов [49,50]. Верти-
кальной пунктирной линией отмечена полученная из МД вычислений тем-
пература плавления Tm = 1.332 kK. 
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Рис.2. Температурная зависимость приращения энтальпии ΔH(T): (1) – 

данные эксперимента [49], (2) – данные эксперимента [50]. 

 В области фазового перехода золота при одной и той же равновесной 
температуре (Tm=1.332 kK) приращение энтальпии расплава золота оказы-
вается больше, чем приращения энтальпии кристаллов при этой же темпе-
ратуре. Величина перепада, разделяющего твердую и жидкую фазы, в рас-
четах составляет 45.79% (рис.2), по данным [49,50] перепад энтальпии со-
ставляет 43.67% и 41.89% соответственно, что показывает достаточно хоро-
шее согласование результатов. На рис.2 пунктирной линией показано уве-
личение энтальпии до ΔH(T) ≈ 4×104  J/mol при перегреве твердой фазы во 
время плавления, составляющем ΔT ≈ 1.24Tm. Накопленная при перегреве 
энергия расходуется в основном на тепловые колебания решетки. При уве-
личении энтальпии в области фазового перехода происходит уменьшение 
плотности золота (рис.1), что свидетельствует о происходящих структурных 
изменениях твердой фазы, после которых происходит плавление. С ростом 
температуры T>Tm приращение энтальпии увеличивается. При T=3.2 kK 
значение ΔH(T)=9.902×104  J/mol. Полученные из МД вычислений значения 
ΔH(T) сравнивались с данными из [49, 50]. Сравнение показало почти пол-
ное совпадение результатов вычислений с данными эксперимента [50]. 
Максимальное расхождение с данными эксперимента [49], составляющее ≈ 
4.7% наблюдается при температуре T = 3.2 kK.  
 Для расчета удельной теплоемкости золота Cp(T) значения энтальпии 
H(T), полученные в результате МД вычислений, были аппроксимированы 

отдельно для твердой и жидкой фаз полиномами )(
~

TH  невысоких степеней 

m=35. Погрешность аппроксимации энтальпии составила 0.53×103 J/mol в 
твердой фазе и 1.5×103 J/mol  в жидкой фазе. Температурная зависимость 
теплоемкости Cp(T) в температурном диапазоне 0.3 kK ≤ T ≤ 3.2 kK при по-
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стоянном давлении P для каждой фазы определялась дифференцированием 
соответствующей зависимости ( )H T : 

  ( ) ( )pC T H T T   . (1) 

Результаты вычислений показаны на рис.3a,b, маркерами отмечены спра-
вочные и экспериментальные результаты [50,51].  

  
                         a)                                                                         b) 
 

Рис.3. Температурная зависимость удельной теплоемкости золота по результатам МД 
моделирования (P = 0). (1) – данные эксперимента [50]; (2) – данные экспери-
мента [51]. b) – фрагмент в области фазового перехода. 

 
 Вертикальная пунктирная линия отмечает равновесную температуру 
плавления Tm золота. Фрагмент рис.3a, показывающий с увеличением тем-
пературную зависимость теплоемкости золота в области фазового перехода 
твердое тело–жидкость, представлен на рис.3b.  
 В твердой фазе с ростом температуры наблюдается увеличение тепло-
емкости. На рис.3a,b приведены экспериментальные данные [50, 51], с кото-
рыми результаты МД вычислений согласуются очень хорошо. Максимально 
полученные результаты расходятся с данными из [51] на ΔCp ≈ 3.65% при 
температуре T ≈ 1.1 kK. С данными [50] максимальное расхождение ΔCp ≈ 
2.1% при низких температурах T ≈ 0.30 kK. Таким образом, наблюдаем прак-
тически полное согласование. 
 На рис.3b хорошо заметно, что при одной и той же равновесной темпе-
ратуре (Tm=1.332 kK) теплоемкость расплава золота оказывается больше, 
чем теплоемкость кристаллов при этой же температуре. Увеличение тепло-
емкости невелико и составляет ~ 2.37%. Немногочисленные данные экспе-
риментов в вопросе существования перепада значения теплоемкости золота 
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на фазовом переходе и его величины имеют разброс (табл.1). Значения рав-
новесной температуры плавления Tm также имеют разброс. 

Таблица 1. Значения теплоемкости золота на фазовом переходе твердое тело-жидкость. 

Показатель 
Источник цитирования 

[50] [51] [52] Настоящая работа 
Cp, J/molK (твердое тело) 32.309 34.794 33.25 32.468 
Cp, J/molK (жидкость) 32.970 33.24354 33.25 33.196 
ΔCp, % 2.046 4.46 0 2.37 

Tm, K 1337.33 1336 1337.33 1332 

 
 С ростом температуры теплоемкость золота уменьшается, а при 
T>2.027Tm в жидкой фазе значение теплоемкости почти постоянно и со-
ставляет Cp(T) ≈ 29.8 J/molK. Такое поведение теплоемкости в жидкой фазе 
показывает хорошее совпадение с результатами работы [52]. 
 
6. Фононная теплопроводность 
 6.1. Постановка задачи и вычислительный эксперимент. Коэффи-
циент фононной теплопроводности золота κlat определялся из феноменоло-
гического соотношения Фурье для теплового потока W [53]: 

 /latW T x     , (2) 

где W – тепловой поток, T – температура, x – координата в направлении по-
тока. 
 Для расчета коэффициента фононной теплопроводности κlat использо-
валось МД моделирование на основе прямого неравновесного метода [54, 
55]. Прямой неравновесный метод заключается в создании в ячейке моде-
лирования областей источника тепла и стока для наложения постоянного 
теплового потока вдоль интересующего направления. Поэтому вычисли-
тельный алгоритм строится по схеме близкой к схеме экспериментальных 
измерений коэффициента κlat. 
 Расчет фононной теплопроводности золота проводился в рамках следу-
ющего вычислительного эксперимента. Рассматривалась область в виде па-
раллелепипеда с размерами 10×10×40 элементарных ячеек, соответствую-
щая 16000 частицам, с периодическими граничными условиями по всем 
трем направлениям. В качестве потенциала взаимодействия использовался 
межатомный потенциал взаимодействия EAM [42].  
 Область по оси x разбивалась на число интервалов, соответствующих 
количеству элементарных ячеек по этой оси, которое, в свою очередь, соот-
ветствует количеству частиц. Нагрев производился в первом интервале рас-
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четной области, интервал стока располагался в середине области. На каж-
дом шаге по времени в область нагрева вводилось фиксированное количе-
ство тепла dQN и такое же количество забиралось из области стока. Тепло-
вой поток W рассчитывался как 

 W = dQ/(SNdt)/2,  (3) 

где dQ=N×dt×δQN  полная выделенная энергия, где δQN  энергия, выделя-
ющаяся за 1 шаг, N  число шагов, dt  размер шага по времени, S  пло-
щадь поперечного сечения области. Шаг по времени dt выбирался при отно-
сительно невысоких температурах 0.30≤T≤1.0kK равным 3fs при 1.0kK<T≤Tm 
равным 2 fs, а при высоких T>Tm равным 1 fs. Деление на 2 используется 
из-за периодических граничных условий, т.е. распространение тепла идет в 
две стороны. Затем рассчитывался результирующий градиент температуры, 
и закон Фурье (2) использовался для получения теплопроводности. Проце-
дура вычисления теплопроводности подробно приведена в [56, 57.] 
 Для повышения точности расчетов разница температур рассчитывалась 
не на всем интервале между источником и стоком, а на его центральной ча-
сти длиной 0.8 от полной длины. Указанный диапазон выбирался в связи с 
тем, что при приближении к источникам тепла и стока температурный про-
филь имеет сильно нелинейный характер. Для вычисления по закону Фурье 
важно получить стационарный пространственный профиль температуры, 
что равносильно получению постоянного теплового потока. Для этого 
необходимо соблюдение следующего условия: размер ячейки моделирова-
ния должен быть значительно больше, чем длина свободного пробега фоно-
нов. Это приводит к рассмотрению образцов больших размеров, в несколь-
ко миллионов атомов, что выходит за рамки наноразмерных областей. Та-
кой размер расчетной области в свою очередь приводит к слишком боль-
шим затратам вычислительных ресурсов. Для таких случаев становится 
необходимо вычислять теплопроводность для нескольких разных размеров 
образца, а затем выполнять процедуру масштабирования [58-60]. Для пре-
одоления эффектов конечного размера тепловой поток определялся по ре-
зультатам серии расчетов. Проводились вычисления для различных длин 
расчетной области Ln: 40, 80, 160, 240 и 320 единичных ячеек с постоянным 
поперечным сечением S = 10×10 ячеек при одной температуре.  
 Далее проводилась процедура масштабирования, которая заключается 
в следующем: для каждого значения температуры строилась обратная зави-
симость теплопроводности 1/κlat по отношению к обратной величине длины 
Ln расчетной области (1/Ln) и теплопроводность определялась путем экстра-
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поляции данных 1/Ln → 0 [59]. Такая процедура обоснована выражением 
для теплопроводности, полученным из кинетической теории [54,55]. Проце-
дура повторялась для всех необходимых температур в диапазоне 0.30 ≤T≤ 
≤2.0 kK. В табл.2 представлены значения погрешности δ вычисления значе-
ний коэффициента теплопроводности для различных температур. 

Таблица 2. Погрешность вычислений коэффициента теплопроводности. 

T, kK  0.30 0.60 0.90 1.332 (твердая фаза) 1.332 (жидкая фаза) 0.20 
δ % 0.2 1.2 0.8 2.3 3.2 2.6 

 

 Как видим, погрешность вычислений составляет δ ≤ 3.2%. Такая по-
грешность является приемлемой для дальнейшего использования коэффи-
циента фононной теплопроводности κlat(T) в двухтемпературных математи-
ческих моделях. 
 

 6.2. Результаты моделирования. На рис.4 показана температурная за-
висимость фононной теплопроводности золота, полученная в результате 
вычислений. При температуре 0.30 kK значение фононной теплопроводнос-
ти составляет κlat=3.41 W/mK. С увеличением температуры теплопроводность 
золота уменьшается. Область фазового перехода твердое тело – жидкость, в 
увеличенном виде показана на фрагменте рис.4. При равновесной темпера-
туре плавления Tm=1.332 kK, в твердой фазе значение теплопроводности со-
ставляет κlat=0.6 W/mK, а в жидкой фазе при той же температуре теплопро-
водность имеет значение κlat=0.49 W/mK. При равновесной температуре плав-
ления Tm=1.332 kK перепад теплопроводности на фазовом переходе твердое 
теложидкость составляет 18%. Расчет проводился до температуры T=2.0 kK, 
при которой значение теплопроводности составляет κlat = 0.48 W/mK. Такое 
изменение фононной теплопроводности с ростом температуры не противо-
речит представлениям о поведении фононной теплопроводности металлов.  
 Сравнение с альтернативными расчетами [29,61,62] показало хорошее 
совпадение. При низких температурах (0.30 kK ≤ T < 0.60 kK) наибольшее 
отличие с [29, 62] составляет Δκlat ~ 32%. С повышением температуры раз-
личие результатов становится меньше.  
 При T = 0.60 kK [62] различие составляет Δκlat ~ 12%, а при T=0.90 kK 
практически полностью совпадает Δκlat ~ 2%. Меньше соответствия с ре-
зультатами [61]. В температурном диапазоне T > 1.0 kK для сравнения дан-
ных нет.  
 Представляет интерес оценка вклада фононной теплопроводности в об-
щую теплопроводность κ = κlat + κe (κe – электронная теплопроводность). 
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Согласно оценкам [29] при 0.30 kK отношение фононной теплопроводности 
к общей для различных металлов может быть меньше 2% или достигать 40% 
[29]. Используя значения общей теплопроводности золота [46] при темпера-
турах T ≤ 1.0 kK, был вычислен вклад фононной теплопроводности золота в 
общую κlat/κ. Результаты представлены на рис.5. 

  
Рис.4. Температурная зависимость фононной 

теплопроводности золота. Маркерами 
(1)(3) показаны результаты вычисле-
ний из работ [29], [61], [62]. 

Рис.5. Температурная зависимость 
вклада фононной теплопро-
водности золота в общую 
теплопроводность. 

 

 При T = 0.3 kK вклад фононной теплопроводности золота κlat в общую 
теплопроводность κ составляет 1.08%. С ростом температуры вклад фонон-
ной теплопроводности уменьшается до 0.3% при T = 1.0 kK. Несмотря на 
столь небольшой вклад в общую, фононная теплопроводность играет важ-
ную роль в теплопереносе золота, в особенности для металлических нано-
структур из-за значительного уменьшения κe в наноструктуре [63]. Таким 
образом, результаты наших расчетов показывают необходимость исследо-
вания теплопереноса фононов в металлах.  
 В целом, такие результаты сравнения дают основания полагать, что 
выбранный метод и потенциал с хорошей точностью описывают модель и 
применимы для дальнейших исследований. 
 

7. Исследование степени перегрева-переохлаждения в области фазового 
перехода 
 Неравновесное течение процессов плавления – кристаллизации, прояв-
ляется в явлении термического (теплового) гистерезиса. Изучение теплово-
го гистерезиса проводилось многими исследователями как эксперименталь-
но [1-4], так и теоретически [17-21]. Исследования проводились в основном 
с целью анализа размерного эффекта и влияния межфазной структуры на 
процессы плавления [2,4,5,7,17,21], изучения степени перегрева-переохлаж-
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дения металлов [1-3,18-20], влияния термического гистерезиса на свойства 
металлов [2,17,18].  
 Тепловой гистерезис характеризуется несовпадением температур плав-
ления и кристаллизации Tsl ≠ Tcr, а также термодинамических характеристик 
материала (энтальпии, плотности) при нагреве и охлаждении. Величина теп-
лового гистерезиса является характеристикой степени перегрева-переох-
лаждения конденсированной фазы, поэтому представляет особый интерес 
для исследования неравновесного плавления-кристаллизации. Эксперимен-
тальный подход исследования термического гистерезиса материалов, явля-
ющийся традиционным, имеет ряд ограничений по диапазону условий из-
мерений, особенно в области плавления. Известно, что эксперименты по ис-
следованию переохлаждения металлов [10] хорошо описаны в литературе, в 
отличие от исследований перегрева. В силу этого актуально использование 
теоретического подхода [11-17, 19-21, 42, 64].  
 

 7.1. Постановка задачи и вычислительный эксперимент. В настоя-
щей работе получение термического гистерезиса энтальпии и плотности для 
золота основано на атомистическом подходе. Моделирование проводилось 
в диапазоне значений температуры 0.60≤T≤2.00 kK с использованием рас-
пространенного пакета LAMMPS [44]. Температура и давление для ансамб-
ля частиц регулировались с помощью термостата и баростата Берендсена [45]. 
 В нашей работе из серии молекулярно-динамических расчетов в рам-
ках одного вычислительного эксперимента определялись энтальпия и плот-
ность золота в изобарическом процессе нагрева и охлаждения, включающем 
фазовые переходы. Для вычислительного эксперимента выбиралась расчет-
ная область в виде куба, с размерами 30×30×30 элементарных ячеек, содер-
жащая ГЦК-кристалл из 108 000 частиц. По всем направлениям задавались 
периодические граничные условия. Скорости частиц задавались в соответ-
ствии с распределением Максвелла при температуре 0.60 kK. Процедура 
релаксации, предшествующая моделированию, осуществлялась при темпе-
ратуре 0.30 kK и нулевом давлении. Далее производился нагрев образца с 
постоянной скоростью равной примерно V ~ 0.56×109 kK/s. Нагрев продол-
жался до температуры 2.0 kK, при которой образец был полностью рас-
плавлен, что позволяло снимать температурные зависимости плотности ρ(T) 
и энтальпии H(T) в процессе нагрева. В то же время образец был подготов-
лен для охлаждения и последующей регистрации зависимостей плотности 
ρ(T) и энтальпии H(T) при охлаждении. Охлаждение, как и нагрев, образца 
проводилось с той же постоянной скоростью V. Эксперименты проводились 
при постоянном нулевом давлении P = 0. 
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 7.2. Результаты моделирования. Результаты МД моделирования гис-
терезиса энтальпии и плотности представлены на рис.6, 7. На рис.6 пред-
ставлена петля термического гистерезиса энтальпии, которая представлена 
общепринятыми значениями приращения ΔH(T) = H(T) – H(0.298kK). Гис-
терезис плотности золота показан на рис.7. Вертикальными пунктирными 
линиями на рисунках отмечены равновесная температура плавления Tm, тем-
пература окончания плавления Tsl, температура окончания кристаллизации 
Tcr, предельные температуры перегрева твердой фазы T 

+ и переохлаждения 
жидкой фазы T 

, которые являются температурами начала плавления и на-
чала кристаллизации, соответственно. Эти температуры определяют верши-
ны контура гистерезиса, который на рис.6, 7 обозначен буквами ABCDEF. 
 Петля термического гистерезиса (рис.6, 7) формируется при совмеще-
нии кривых нагрева (сплошная линия) и охлаждения (пунктирная линия) с 
учетом прямого (плавление) и обратного (кристаллизация) фазовых перехо-
дов. Направления процессов нагрева и охлаждения показаны на рис.6, 7 
стрелками. 
 

    
Рис.6. Тепловой гистерезис 

энтальпии золота. 
Рис.7. Тепловой гистерезис 

плотности золота. 

 Нагрев твердой фазы золота происходит с поглощением тепловой 
энергии (эндопроцесс) и сопровождается ее перегревом, T > Tm, и образова-
нием метастабильного состояния. По мере нагрева кристалла происходит 
его тепловое расширение. Образование метастабильного состояния сопро-
вождается дальнейшим падением плотности твердой фазы (рис.7). Предель-
ный перегрев метастабильного состояния достигается в точке B контура ги-
стерезиса (рис.6,7) при температуре, T+ ≈ 1.235Tm, которая является темпе-
ратурой начала плавления. В точке B происходит образование первых ус-
тойчивых зародышей новой жидкой фазы. На отрезке BC контура гистере-
зиса зародыши начинают быстро расти за счет того, что их границы, пред-
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ставляющие фронты плавления, быстро бегут по перегретой твердой фазе, 
поглощая энергию Lm. 
 При этом фронты плавления всегда оказываются перегретыми относи-
тельно температуры Tm. В точке С полностью исчезает твердая фаза. В 
нашем расчете из-за невысокой скорости нагрева V ~ 0.56×109 kK/s темпе-
ратура окончания плавления выше равновесной температуры плавления Tm, 

8Ksl mT T  . При более высокой скорости нагрева отличие этих темпера-

тур может быть значительным [33,65]. При дальнейшем нагреве происходит 
уже тепловое расширение жидкости. 
 Относительный перегрев твердой фазы, который наблюдается в гисте-
резисе энтальпии (рис.6) и плотности (рис.7), по результатам МД моделиро-
вания составил θ+=(T+Tm)/Tm ≈ 0.235. В [20] получены значения относи-
тельного перегрева золота со скоростью нагрева V=109 kK/s из МД вычис-

лений (нижний индекс md) md
 0.3 и из расчета с использованием класси-

ческой теории гомогенного зародышеобразования (нижний индекс ns  

nucleation in the solid phase) ns
 0.2. В [66] также был получен относитель-

ный перегрев твердой фазы золота, который составил ns
 0.184. Сравнение 

показывает, что полученные результаты находятся в хорошем соответствии 
с результатами [20, 66]. По оценкам [17, 20] металлы могут быть перегреты 
до температуры начала массивного гомогенного превращения T+≈1.3Tm, что 
также согласуется с результатами для золота в настоящей работе.  
 Охлаждение мишени, в отличие от нагрева, происходит с выделением 
теплоты и является экзопроцессом. Кристаллизация оказывается значитель-
но требовательнее к скорости охлаждения. Предельная температура пере-
охлаждения жидкой фазы золота (точка D на контуре гистерезиса, рис.6,7), 
составляющая T 

 ≈ 0.646Tm, является температурой начала кристаллизации, 
в которой происходит образование первых устойчивых зародышей новой 
твердой фазы. На отрезке DE контура гистерезиса (рис.6,7) происходит 
быстрый рост образовавшихся зародышей новой фазы за счет быстрого 
движения их границ по переохлажденной жидкой фазе, представляющих 
фронты кристаллизации. При этом фронты кристаллизации всегда переох-
лаждены относительно равновесной температуры плавления Tm. В точке E 
(температура Tcr=0.983 kK) полностью исчезает жидкая фаза. В нашем рас-
чете из-за высокой скорости охлаждения V ~ 0.56 × 109 kK/s температура 
окончания кристаллизации Tcr ниже равновесной температуры плавления 
Tm, Tm  Tcr=0.342 kK. Слишком высокая скорость охлаждения в нашем рас-
чете привела к тому, что плотность вещества при температуре Tcr оказалась 
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меньше плотности кристалла на 1.7%. Плотность новой фазы, несмотря на 
постоянное увеличение, остается меньше кристаллической (прямая EF кон-
тура гистерезиса на рис.7). 
 Относительное переохлаждение жидкой фазы, которое наблюдается в 
гистерезисе энтальпии (рис.6) и плотности (рис.7), по результатам МД мо-
делирования составило θ=(TmT)/Tm ≈ 0.354. Сравнение с результатами [20], 
полученными из МД вычислений и из расчета с использованием классиче-

ской теории гомогенного зародышеобразования, соответственно md
 0.44, 

ns
 0.25, показывает хорошее соответствие.  

 Максимальная величина гистерезиса в настоящей работе составила 
ΔTHyst =T+T 

≈ 0.589Tm, что согласуется с оценкой ширины гистерезиса для 
металлов, составляющей 0.66Tm [17]. 
 Полученный гистерезис энтальпии и плотности золота демонстрирует 
образование метастабильных областей и неравновесный характер процессов 
плавления-кристаллизации золота. 
 
8. Заключение 
 Выполнено молекулярно-динамическое моделирование теплофизичес-
ких свойств золота, гистерезиса, равновесной температуры плавления золо-
та Tm=1.332 kK и удельной теплоты плавления Lm = 1.289×104 J/mol при P=0. 
В рамках одного вычислительного эксперимента в диапазоне 0.3kK≤T≤3.2kK 
получены температурные зависимости с переходом через точку плавления 
таких теплофизических характеристик золота, как энтальпия, теплоемкость 
Cp(T), плотность ρ(T). В области фазового перехода плавление-кристаллиза-
ция все полученные теплофизические свойства золота при равновесной тем-
пературе плавления Tm имеют разные значения в твердой и жидкой фазах, 
что соответствует характеристике фазовых переходов I рода. Сравнение с 
результатами альтернативных вычислений и результатов эксперимента [47-
52] показало хорошее соответствие. 
 Получена фононная теплопроводность κlat(T) золота. При равновесной 
температуре плавления Tm=1.332 kK перепад теплопроводности на фазовом 
переходе твердое теложидкость составляет 18%. Изменение фононной теп-
лопроводности с ростом температуры не противоречит представлениям о по-
ведении фононной теплопроводности металлов. Сравнение с альтернатив-
ными вычислениями [29,61,62] показывает хорошее совпадение. Проведена 
оценка вклада фононной теплопроводности в общую теплопроводность, со-
ставляющая в твердой фазе от 0.3% (при 1.0 kK) до 1.08% (при 0.3 kK), что 
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соответствует оценкам [29]. Несмотря на то что электроны доминируют в 
тепловом и электрическом переносе в металлах, фононы играют решающую 
роль в том, что перенос электронов ограничен электронно-фононным рассе-
янием при промежуточных и высоких температурах в области плавления 
[30]. Фононная теплопроводность играет важную роль в теплопереносе зо-
лота, в особенности для металлических наноструктур из-за значительного 
уменьшения κe в наноструктуре [63]. Таким образом, результаты наших рас-
четов показывают необходимость исследования теплопереноса фононов в 
металлах. 
 Из серии молекулярно-динамических расчетов в рамках одного вычис-
лительного эксперимента был получен гистерезис энтальпии и плотности 
золота в диапазоне 0.6 kK ≤ T ≤ 2.0 kK. Полученный гистерезис энтальпии и 
плотности золота демонстрирует образование метастабильных областей и 
неравновесный характер процессов плавления-кристаллизации золота. Ана-
лиз величины теплового гистерезиса при скорости нагрева и охлаждения 
V ~ 0.56×109 kK/s, позволил оценить степень перегрева-переохлаждения 
конденсированной фазы. Полученные предельная температура перегрева 
метастабильного состояния твердой фазы и относительный перегрев, а так-
же предельная температура переохлаждения и относительное переохлажде-
ние жидкой фазы золота находятся в хорошем соответствии с результатами 
альтернативных вычислений [17,20,66]. Максимальная величина гистерези-
са, составляющая ΔTHyst ≈ 0.589Tm, согласуется с оценкой ширины гистере-
зиса для металлов, составляющей 0.66Tm [17].  
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